HOGSKOLAN I HALMSTAD MAB8020 Tekniska berdkningar
Akademin for informationsteknologi Randvirdesproblem
Mikael Hindgren Extra uppgifter

17 december 2025

Problem 1

En elastisk lina (t.ex. en bérlina i en bro) &r fastspdnd i bada &ndarna. Vi vill berdkna den vertikala
nedbdjningen u(z) nér linan utsitts for en ojamn last f(x) (t.ex. snd som samlats ojadmnt). Systemet

beskrivs av
—u"(z) = f(z), 0<zr<l1
w(0) =0, wu(l)=0
Vi véljer en last som &r noll vid &ndarna men har en kraftig, icke-polynomisk topp genom lastfunktionen:
f(z) =50 sin?(rz) - e®

Los problemet med FDM. Berdkna maximala nedbdjningen och redovisningen av resultatet ska inkludera
styvhetsmatrisen A, lastvektorn b och l6sningsvektorn u fér nagot lampligt virde pa n. Plotta &ven uppm
tillsammans med resulatet uy; fran Mathematicas NDSolve.

Problem 2

Lé&s problem 1 med FEM och jamfor resultaten. Redovisa dven hér A, b och I6sningsvektorn u. Plotta
up, uppM Ooch uys 1 samma graf. Felet definieras som e(z) = exakt () — up(x). Berdkna globala felet som
dr L?-normen av e(x) dir vi sitter Uexaks = Uns:

lelles = ( [ () — uh<x>>2dx)1/2

Utnyttja foljande vid berdkningarna:

e Anviind samma antal noder som i Problem 1.

e Lastvektorn b berdknas med 3-punkters Gausskvadratur.

e Randvillkoret u(1) = 0 kan hanteras enligt tipsen om Dirichlet-villkor fran féreldsningen om rand-
vardesproblem.

Problem 3

Vi studerar ett endimensionellt tidsberoende virmeledningsproblem (diffusion) i en stang med ldngden L.
Det allménna matematiska problemet dr en partiell differentalekvation (PDE) dér u(z, t) &r temperaturen:

ou 8%u
— == L 1
I det héar fallet ar:

Léngden L =1

Diffusivitetskonstanten o = 0.01

Begynnelsevillkoret (BV): u(x,0) = 10sin(7x)

Randvillkoren (RV): Dirichlet-villkor (fixerad temperatur) vid &ndarna:
— Vénster rand: u(0,t) =0
— Hoger rand: u(L,t) =20

e Ingen intern uppvérming, dvs kélltermen g(z,t) =0

Lésningsmetod: Implicit finita differensmetod (Bakat-Euler)

For att 16sa PDE:n numeriskt anvinds FDM, dér bade rummet () och tiden (¢) diskretiseras. Den
implicita metoden viiljs for dess A-stabilitet. Rummet diskretiseras med n intervall (konstant steglingd
h = %), vilket ger N = n — 1 inre noder. Vi later u¥ beteckna temperaturen vid nod x; och tid .

Foljande approximationer anvinds for derivatorna:
1. Tidsderivatan (Bakdt-FEuler): Approximation vid nod ¢ vid den nya tidpunkten t1q:

ou uf"'l - uf

ot At



2. Andraderivatan: Centraldifferens, beriknad vid den nya tidpunkten tjy1:

k1 k1l | . k4l
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Tips for implementation:

1. Satt in differenskvoterna i PDE:n, samla alla okéinda termer (index k + 1) pa vénster sida och sétt
\=ast:
h2

(L 20)uf T =l = b i=1,2,.. N

Okénda vid tg41 Kénd fran ¢y

k+1

Ovanstaende resulterar i ett ekvationssystem Au = B* dir styvhetsmatrisen A #r en konstant

tridiagonal N x N-Toeplitz-matris.

2. Randvillkoren ug‘H =0 och u’fvt_ll = 20 flyttas 6ver till lastvektorn B* som vid vanlig FDM.

3. Losningen startar med den givna initialtemperaturen u®. Vid varje tidssteg k, konstrueras B¥ och
det linjira systemet Au*t! = B* loses. Anviind en effektiv 16sningsmetod som t.ex. Mathematicas
LinearSolve.

Redovisning av resultatet:

1. (a) Plotta u(x,t) som funktion av z i intervallet [0,1] for nagra olika tidpunkter som visar hur
systemet utvecklas mot jamvikt.

(b) Bestdm approximativt den tid tg,¢ d& losningen nér jamvikt.
2. Resultatanalys:

(a) Vid jamvikt &r Ju/0t = 0 dvs &r jamviktslosningen u(x) dr den 16sning som uppfyller BVP

u"(z) = 0,
{U(O) =0, u(L) = 20. (2)

Plotta den analytiska 16sningen w(z) till (2) tillsammans med den numeriska 16sningen for
t = tgut S& att man ser att de ligger néra varandra.

(b) Berikna en referenslosning u,er for mycket sma h och At for lampligt ¢. Berdkna sedan det
globala felet
ec(h) = [[up — et
for olika h och plotta eg(h) som funktion av h i log-log-skala. Lutningen pé& denna graf ska
vara = 2 eftersom FDM-metoden #ir O(h?) i rummet.
(c) Bestdm maximalt absolut fel, dvs maximala skillnaden mellan u,es och den analytiska jam-
viktslosningen vid tgpy¢:
E€max — IH?X ‘uref,i (tslut) - U(Iz)|

Emax < 1074 bor kunna nas vilket dir en bekriftelse pa tillriickligt htg noggrannhet i det hér
fallet.



