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Randvardesproblem

o Ett Randvéardesproblem (RVP) séker I6sningen till en differentialekvation i ett
givet intervall eller mer allmént i ett omrade.

@ BVP anger villkoren vid en startpunkt (ofta = 0) medan Iésningen till ett
RVP specificeras vid granserna (randen) av omradet:

o Exempel pa BVP och RVP av 2:a ordningen:

y'(x)=1f(x,y,y'),a<x < b, (ODE)
(BVP) y(@) = a, (BV1)
y'(a)=B. (BV2)
y'(x)=f(x,y,y'),a<x <b, (ODE)
(RVP) y(@) =a, (RV1)
y'(b) = 8. (RV2)
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Randvardesproblem

Vi studerar stationér temperaturférdelning u(x) i en metallstav med l&ngd L.
o | ett litet segment [x, x + Ax]: Stationart tillstdnd = Nettofléde in +
vérmegeneration = 0:
g(x) — Qx + Bx) + F(x)Bx = 0 & IXTLX) = () AAXE =90 _ ()
dér q(x) ar varmeflddet (energi/ytenhet) och f(x) den inre vdrmekéllan
(energi/volymsenhet). Later vi Ax — 0 far vi

%9 _ fx)
o Fouriers lag: Varme flédar fran varmt till kallt dvs i motsatt riktning mot
temperaturékningen: du
q(x) = _kF
dar k ar materialet varmeledningsférmaga.
dg d d?u  f(x)
j&:a< 7) - ( )Omkkonstanl W:T

@ Normaliserar vi varmekallan: Q(x) = f(x)/k far vi Poissons ekvation:
—u"(x) = Q(x)

@ Ldsningen bestdms av vad som hénder vid stavens &ndar (x = 0 och x = L).
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Randvardesproblem
Tva huvudtyper av randvillkor
@ Dirichlet-villkor (vardevillkor)

o Definition: Lésningens varde ar specificerat pa randen: u(Xiang) = g-
o Fysikalisk betydelse (vdrmeledning): Temperaturen &r fixerad pa randen:

u(0) =0°C och u(L)=100°C
o Numeriskt: Enklast att hantera eftersom vardena vid randen ar kénda.

HOGSKOLAN
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@ Neumann-villkor (flédesvillkor)
o Definition: Lésningens normalderivata (flodet) &r specificerat pa randen.

ou =q
an Xrand Xrand
o Fysikalisk betydelse (vdrmeledning): Varmeflodet &r fixerat pa randen.

=Vu-n

Ex: Isolerad rand: @ =0, ellerkéantfléde: % = _ﬂ.

X | x=L X |x=0 k
o Numeriskt: Kraver approximation av derivatan vid randen.
@ Robin-villkor (konvektionsvillkor): Kombination av vardes- och flédesvillkor

(t.ex. varmedverforing till omgivande luft):

du
ka = h(u(L) — Uomg)

x=L
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Randvardesproblem
Numeriska metoder
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Finita differensmetoden (FDM):
o Ersétter derivator med differenskvoter i specifika noder.
@ Lamplig fér enkla geometrier (t.ex. 1D-intervall).
@ Ger en diskret approximation {(x;, y;)} fér vdrdena i noderna.

Finita elementmetoden (FEM):
@ Delar upp doméanen i element (mesh).
o Lamplig fér komplexa geometrier och varierande materialegenskaper.
@ Hanterar Neumannvillkor naturligt och Dirichletvillkor via randmodifiering.
@ Ger en kontinuerlig approximation up(x) via basfunktioner.
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Finita differensmetoden (FDM)
Grundidé
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Huvudsteg:
@ Derivator ersatts med differenskvoter.

@ Det kontinuerliga omradet [a, b] delas in ett n st delintervall (element) och
motsvarande punkter x; (noder).

@ Ldsningen y(x) beréknas endast i dessa punkter: y; = y(X;).

Anm: Delintervallens langd x;+1 — x; behdver inte vara lika. )
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Finita differensmetoden (FDM)
Grundidé

Derivator i punkten x; berdknas med hjalp av grannpunkterna. Steglangden
h=(b—-a)/n.

1:a-derivatan:

@ Framatdifferens:
~ Yt —Yi

yI(X/) h )

Felet: O(h)
o Bakatdifferens: o
¥y (%) ~ }47/7}//4, Felet: O(h)

@ Centraldifferens:

reon o Yirt = Yi—1 . 5
y'(x) ~ =57, Felet: O(K")
2:a derivatan:
@ Centraldifferens:
Y ()~ Y1 Vi T Yot 2/7;; TVt Felet: O(H?)
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Finita differensmetoden (FDM) o
Grundidé

L&s randvéardesproblemet genom att:

@ Diskretisera ekvationen:
Erséatt derivator med differensformler i varje inre nod i.

Q@ Applicera randvillkor:
Anvand Dirichlet eller Neumann (approximerad derivata) for att hantera
randnoder.

@ Stéll upp och lés ekvationssystemet

En vektory = (¥o, ¥1, Y2, - .., ¥n)| som approximerar Isningen.

8/26
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Finita differensmetoden (FDM)
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Exempel 1

LosBVP y' +2y =1,0 < x < 1, y(0) = 0 med FDM. Dela intervallet [0, 1] i 4
lika delar. n =4 = h=(1—0)/4 = 0.25 och punkterna:

(070)7 (0'257}/1)’ (0~5,}/2), (0'75)}/3)7 (1,}/4)

Vi anvander bakatdifferens:

hoto 2y =1 y1 = 0.166667

{YI _hyl +2y =1, N % +2y =1 - ¥ =0.277778
Yo=0,i=1,234. LR 425 =1 Ys = 0.351852
Bt | oy, — 1 ya = 0.401235
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Finita differensmetoden (FDM) g

Exempel 2

L6s RVP med FDM. Dela intervallet i 5 lika delar.

y'(x)+3y'(x)+y(x)=x3,0<x <1, (ODE)
(RVP) y(0) =0, (RV1)
y(1)=2. (RV2)
Vi kan vi anvanda centraldifferens:

{y"*‘ — it Vi g —Yist 03 4034

h? 2h
Yo :07 Y5 =2
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Finita differensmetoden (FDM)
Matrisformulering fér linjGra RVP
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@ Vi betraktar féljande linjara RVP med konstanta koefficienter:
{ay” + By’ +7y =g(x), (ODE)
y(@) =ya, y(b)=yo.  (RV)
b—a

o nelement, centraldifferens och multiplikation med H? (h = =2):

h .
alYivt = 2+ Yie1) + B3 (Viet = Yie1) + vhPy; = K g;, dérg; = g(x).
@ N = n—1inre noder och gruppering av termerna ger foljande ekvationer:
(0= F)Yimr + (20 +40°) yi+ (a+ ) yisr = @i, i =1,2,.., N
a, a a
| c r

Inkluderar vi randvillkoren kan ekvationerna skrivas pa matrisform:

a a 0 - 7 91 —ajYa
a a ar - Yo 5 (¢ 0
. =h |+ . < Ay=b
0 - a a YN N —aryp
N——
Styvhetsmatris A Lésning y b (Lastvektor + randvillkor)
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Finita differensmetoden (FDM)
Matrisformulering fér linjGra RVP
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@ Styvhetsmatrisen ar en N x N-bandmatris (tridiagonal):

a a 0 --- 0

a a a --- 0 a,:a,%h
A=|0 a a - 0 ac = —2a + v

o 0 --- a a

@ A ar symmetriskomm 8 =0 (a = ar = «).
@ RVP kan skrivas pa matrisform omm ode:n &r linjar dvs den behdéver inte
nddvandigtvis ha konstanta koefficienter.

@ Med konstanta koefficienter ar A en Toeplitz-matris (samma véarde pa varje
diagonal). Om koefficienterna inte ar konstanta galler inte detta eftersom a,
ac och a, da beror pa x
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Finita differensmetoden (FDM)
Matrisformulering fér linjGra RVP
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Los aterigen RVP med FDM men med matrisformulering.

y'(X)+3y/(x) +y(x)=x3,0< x <1, (ODE)
(RVP) y(0) =0, (RV1)
y(1) =2. (RV2)

FDM kan forstas aven anvandas for icke-linjara RVP:

Exempel 4

Lés RVP med FDM.

y'(x) =1+ '(x)? 0<x <1, (ODE)
(RVP) {y(0)=1, (RV1)
y(1)=2 (RV2)
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Finita elementmetoden (FEM)
Kontinuerliga styckvisa linjéra funktioner (V)
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@ Intervallet [0, 1] delas in i n delintervall med lika langd:

X =0 X4 X2 Xi Xi+1 Xp =1
E/—/

h= X1 —X

@ Funktionsrummet Vj, &r mangden av alla funktioner som &r kontinuerliga och
styckvis linjéra pa [0, 1] samt noll vid vanstra randen (x = 0).
o En uppsattning basfunktioner {¢;}i_ for Vi definieras enligt:

1, omi=j, )
¢i(x) = { J . Hattfunktioner

0, omi#j.
] bi(x)
X
X=0 X Xo X3 Xi Xp =1
Anm: Det finns ingen hattfunktion vid x = 0 och bara en “halvhatt” vid x = 1. )
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Finita elementmetoden (FEM)
Stark och svag form
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Vi betraktar ett RVP (Poissons ekv i enklaste form) i intervallet 0 < x < 1:

—u"(x)=f(x), 0<x<T,
u(0) =0, (Dirichlet, essentiellt RV) (Stark form) (1)
u(1)=0. (Neumann, naturligt RV)

o Multiplicera residualen R(u) = —u"(x) — f(x) med en godtycklig testfunktion
vitestrummet V = {v(x) € C> (slat funktion): v(0) = 0}.
@ Integrera 6ver intervallet [0, 1]. Eftersom R(u) = 0 &r integralen trivialt noll:
1

R(u)v(x) dx = /1 (—u"(x)v(x) — f(X)v(x)) dx =0  (2)
0 0
1

]
o [ Wxv(x)dx = / f(xX)v(x)dx, Vv e V. 3)
0 0
o Detta sager att residualen R(u) ska vara ortogonal mot alla testfunktioner
v € Vi L?-skalarprodukten: f01 R(u)v(x) dx = (R(u), v) = 0 vilket &r det
villkor vi kommer att anvénda foér var approximation.
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Finita elementmetoden (FEM) iz
Stark och svag form

@ Regularitet hos v(x) goér att vi kan integrera VL i (3) partiellt

_/1 U'(x)vix)dx = - [uf(x)v(x)}:) + /1 u'(x)V'(x) dx
0 0

—u' (1) v(1) + u'(0) v(0) + /1 u'(x)V'(x) dx
—~ - Jo

=0 =0

Svag form av (1): Bestam u(x) s att

/1 u'(x)V'(x) dx = /1 f(x)v(x)dx VYv(x)eV (4)
0 0

@ Randvillkoret u'(1) = 0 &r nu implicit inkluderat i den svaga formen och
kallas darfér det naturliga randvillkoret.

Anm: Genom den svaga formen (4) reduceras kraven pa u och v till att tillhéra
testrummet V = {v € H'(0, 1) : v(0) = 0}. Till skillnad fran den starka formen (1)
kravs endast att de svaga derivatorna existerar och ar kvadratiskt integrerbara,
vilket tillater anvandandet av styckvis linjara basfunktioner.
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Finita elementmetoden (FEM)
Galerkins metod och approximation
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@ Om up(x) &r en approximation kan residualen R(up) inte férvantas vara noll i
varje punkt.

@ Enligt Galerkinmetoden kréver vi istéllet att R(uy) &r ortogonal mot alla
funktioner i ett &ndligdimensionellt testrum V.

@ Vivaljer V,, som rummet av kontinuerliga styckvis linjara funktioner dar
v(0) = 0.

FEM-problemet:

Hitta un(x) € V} s& att:

1 1
/ up(x)v'(x) dx = / f(x)v(x)dx, Yv(x)€ V. (5)
0 0
@ Virepresenterar den approximativa ldsningen up(x) i basen {¢;}iL;
(hattfunktionerna):
un(x) = > uii(x). (6)
i=1
@ u; = up(x;) &r n okanda koefficienter som nu ska bestdmmas.
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Finita elementmetoden (FEM)
Galerkins metod och approximation
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o Vi satter in un(x) i (5) och véljer basfunktionerna som testfunktioner
v(x) = ¢i(x), i=1,2,...,n.

o Detta ger ett system av n ekvationer (Galerkin-ansatsen):
1 1
/ up(x)v'(x) dx = / f(x)v(x) dx
0 0
1 1
/ (U1 + U2z + ... + Unddp)@idx = / fé1dx
0 0

1 1
/ (U1} + Uzpp + ... + Ungp)dadx :/ fodx
0 0 s Au=b

1 1
/ (U19] + Uagp + ... + Undpp)pnax :/ féndx
0 0

@ Styvhetsmatrisen A, lastvektorn b och |&sningsvektorn u ges av:

1 1
ay = / SHOG(X) dx, by = / F()¢(x) dx, = (U1, U, ... Un) "
0 0
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Finita elementmetoden (FEM)
Assemblering
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@ Viobserverar att
’ X —Xi—1 omxi_1 <X <X, ’ 1 omxi_1 < x < Xj,
Gi(X) = £ 4 Xiet =X OMX; < X < Xiy1, = i(x) = 7Y omxi < x <X,

0 annars. 0 annars.

@ Om |i —j| > 1 ar a; = 0 eftersom ¢; och ¢; d& inte dverlappar.

@ Omi=jar:
1,,d x,-12d Xit1 N1 2
éiii—/o¢7:'(X)<15:'(X)X—/L1 <E> X+/x, <_E>E X_E’I?én

i

ann = 15 ((,an halvhatt)

e O0Omj=i+1ar

0 (xd NN 1
aj,i+1 _/o @i (X)Pip1(x) x:/Xi (_E)E =4

@ Omj=i—1farvipasamma séatt a;_1; = —%.
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Finita elementmetoden (FEM)
Assemblering
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@ Vi far en tridiagonal symmetrisk styvhetsmatris:

2 1 0 - 0 0
1 2 1 0 0

1lo -1 2 0 0
A:E . . .
0 0 0 - -1 2 -1

0 0 0 0 -1 1

@ apy, = 1/h eftersom ¢,(x) ar en halvhatt.

@ Lastvektorn beror pa f(x) och behdver i allmanna fallet berdknas numeriskt
vilket oftast gérs med Gauss-kvadratur:

Jo ()1 (x) dx
I F(x)a(x) dx

£ £(X)6n(x) dx
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Finita elementmetoden (FEM)

HeSSRoLN
Exempel 5

Lés RVP med finita elementmetoden fér n = 4 och f(x) = 1

—u'(x)=f(x), 0<x<1,
u(0) =0, v'(1)=0.
o Eftersom f(x) = 1 far vi

1 i 11
b= [ f0s0odx = [ o(ax=hn=1 =7

1
2 8
@ Vi far ekvationssystemet

Uq 2 7
PR EE TR B VS N P BEREE
Au=bsilo 1 2 —1||w|"8|2| Y 32|15
0 o -1 1 Us 1 16
4 X2
= Up(x) = ; uigi(x)  (Exaktldsning: u(x) = x — %)
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Finita elementmetoden (FEM) o

Exempel 5 (Fo

10
— un(x)

08 1
— uM(x)=5(2x-x2)

06

02

0.0 0.2 04 06 08 10
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Finita elementmetoden (FEM)
Mer om Dirichlet-villkor
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@ Randvillkoret u(0) = 0 uppfylls automatiskt genom att exkludera
basfunktionen (hattfunktionen) fér x = 0 som vi gjort hér.
@ Om man inkluderar en basfunktion i x = 0 for att hantera u(0) = e # 0 far A
ytterligare en rad och en kolonn som motsvarar noden x; = 0.
o b far d& ocksa ett extra element by = o = b = (a, by, be, ..., b))
o Forsta raden i ekvationssystemet Au = b blir darfér :
1T uw+0-u1+0- o+ +0- U=

vilket tvingar nodvardet till uy = «.
@ Dirichlet-villkor u(1) = 8 vid den hégra randen hanteras genom att modifiera
den sista raden i systemet:

O -U+0-t+-+0-U1+1-Ur=b=8

Anm: Valet paverkar implementationen. Med n element (n + 1 noder):
@ Ingen basfunktion i x = 0 ger ett n x n-system. u(0) = 0 uppfylls implicit.
@ Basfunktioni x = 0 ger ett (n+ 1) x (n+ 1)-system.
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Finita elementmetoden (FEM) L
Mer om Neumann-villkor

o Neumann-villkor, t.ex. u'(1) = g, kallas naturliga randvillkor eftersom de
inkluderas direkt i den svaga formuleringen. Partialintegrationen av
- f01 u”(x)v(x)dx i (3) ger randtermen:
1
VOOV = —d (VD) + U ©O)v(0) = ~g- V(1)
o Nér termen flyttas till HL (lastvektorn b) byter den tecken och endast sista
raden (x = 1) paverkas eftersom ¢;(1) = 0 fori < n:
1
pye = / f(X)pn(x)dx +9g=bn+g
0

@ Om g = 0 (homogent villkor) som i vart fall beh&ver vi inte géra nagonting
alls, termen forsvinner och u'(1) = 0 uppfylls naturligt.
o Till skillnad fran Dirichlet-villkor behdver vi inte modifiera raderna i A:

an,1Uy + an2lz + -+ + an,np = b+ g
Anm: Skillnad i hantering:

o Dirichlet: Laser ett varde genom att ersatta en rad i matrisen (1 - u; = «).
@ Neumann: Adderar ett flode till motsvarande element i lastvektorn.
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Finita elementmetoden (FEM)
Andra differentialekvationer
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@ Vi har har utgatt fran ODE:n
—u"(x) = f(x) (Enklaste formen av Poissons ekvation)

vilket ger den svaga formen:

/u/v’dx:/fvdx
Q Q

@ Galerkinmetoden fungerar &ven fér andra ODE:er men da féréndras den
svaga formen. For t.ex. —au” + Su’ + yu = f(x) far vi

/(au’v’ + BU'v 4+ yuv) dx = / fv dx
Q Q
o | ekvationssystemet Au = b delas styvhetsmatrisen A da upp i:

A=D+C+M dar a,-,-:a/¢,’-¢>§dx+,8/¢>,’-¢,—dx+7/¢,¢,-dx
Q Q Q

dij (Diffusion) Cjj (Konvektion) mj (Massa)

o P.g.a. konvektionstermen Bu’ &r styvhetsmatrisen A inte langre
nddvandigtvis symmetrisk.
@ Ekvationens ordning paverkar kraven pa basfunktionerna ¢;(x).
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Finita elementmetoden (FEM)
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Generalisering

(]

(*]

Linjéra vs. icke-linjdra problem: Linjéra ekvationer leder till Au = b.
Icke-linjara problem resulterar i R(u) = 0, vilket I16ses iterativt.
Hégre dimensioner och geometri: Domanen delas upp i t.ex. trianglar eller
tetraedrar. Isoparametrisk mappning transformerar elementen till ett fixerat
referenselement (t.ex. O = [-1,1] i 1D) vilket méjliggor effektv berdkning av
integraler pa komplexa och krokta geometrier med Gausskvadratur.
Funktionsrum: Kraven flyttas till att funktionen och dess gradient Vu ar
kvadratiskt integrerbara (u, v € H'). Detta tillater element dér gradienten ar
diskontinuerlig 6ver elementgrénserna.
Randvillkor:
o Essentiella (Dirichlet): Patvingas direkt genom att I&sa vérden i specifika noder.
o Naturliga (Neumann/Robin): Inkluderas som yt- eller randintegraler i b.
Tidsberoende problem: Genom semi-diskretisering (linjemetoden)
omvandlas PDE:n till ett system av 1:a ordningens ODE:er:

Mu(t) + Au(t) = b(t)

dar M ar den sk massmatrisen. Systemet kan sedan integreras i tiden med
t.ex. bakat-Euler.
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