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Optimering
Grundprinciper

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

@ Definition: Anvandning av matematiska modeller och metoder fér att finna
det "bésta alternativet” - Optimum

o Malet: Kunskaper som kravs for att fatta det basta méjliga beslutet
@ Standardmodellens komponenter:
o Malfunktion: f ska minimeras/maximeras
o Designvariabler. Variablerna som styr resultatet
@ Motivering:
Minimera vikt
Maximera resursallokering
Minimera energiférbrukning
Maximera vinst
Minimera tid
Maximera prestanda
Minimera risk
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Optimering
Begrénsningar och modellers komplexitet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

@ Obegrénsad optimering: Designvariablerna ar fria (séllan i praktiken).
@ Begrénsad optimering (vanligast):
o Inkluderar naturliga begransningar sk bivillkor (g(x) < 0).
o Ldsningen soks i den tillatna regionen (feasible region).
o Form: Minimera/Maximera f(x) under bivillkor/begransningar (s.t.).
@ Modellernas komplexitet:
o Linjdr Programmering (LP): Linjar malfunktion och linjara begrénsningar.
o Icke-linjdra modeller (NP): Malfunktion och/eller begransningar ar
icke-linjara = svarare att hantera.
@ Utmaning: Inga generella garantier kan ges for att uppna ett globalt optimum
(eller ens ett lokalt) i de mest allmanna modellerna.
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Optimering
Optimum hos kontinuerliga funktioner

HOGSKOLAN
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Sats 1 (Satsen om stdrsta och minsta varde)

Om D c R" &r en kompakt médngd och f : D — R en kontinuerlig funktion pa D sa
géller féljande:
o f antar sitt stérsta (max f) och minsta (min f) vdrde i D (Extremvéardessatsen).
@ Den punktxo € D dér ett extremvérde antas &r av féljande typ
@ Kritisk punkt i det inre av D ddr Vf(xo) = 0.
@ Singulér punkt i det inre av D dér Vf(Xo) dr odefinierad.
© Randpunkt: xo € dD.

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MAB8020 Tekniska berékningar Optimering



Optimering

Exempel 1

Bestam maximum for f(x,y) = xy? da x> + y> <1,x >0,y > 0.
o Kritiska punkter: Vf = (y2,2xy) =
o Randpunkter:

¢ Ly

(0,0) = (x,¥) = (0,0)

f(x,y) =gi1(y) =
f(x,y) = g2(x) =0
f(x,y) = ga(x) = x(1 — x*)

g3(x) = -3x*+1=0

on=(=(3)
LD
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Optimering
Riktingsderivata

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 1

Om v &r en enhetsvektor (|v| = 1) &r riktningsderivatan av funktionen f(x) i
punkten a i riktning v

Kedjeregeln ger ett mer anvandbart uttryck:

df

W(a) =Vf(a) v
Exempel 2

Bestam riktingsderivatan av f(x, y) = x2 + 2xy — 3y? i punkten a = (1,2) i
riktning v = J5(1, —1).

of of
Vi = <a,8—y>_(2x+2y,2x—6y)
= Vf(1,2)-v = (6,—10)-\%(1,—1):8\@.
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Optimering
Konvexitet

HOGSKOLAN
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Definition 2 (Konvex, konkav)

o Funktionen f: C — R &r konvexom x,y € C, A € [0,1] om
(1 = X)X, Ay) < (1 = Nf(x) + M(y)

@ Om olikheten ar strikt (<) ar f strikt konvex.
@ Om —f ar (strikt) konvex ar f (strikt) konkav.

(1-Af(q+Afly)

f((1-A)x+AY)

[

[OJ SRR

(1-A)X+Ay
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Optimering
Maxima och minima

Definition 3

Funktion f har ett:
@ globalt maximum i x* om f(x*) > f(x) fér alla x € Dy,

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

@ lokalt maximum om det finns liten omgivning U av x* sa att f(x*) > f(x) for
xeU.
Om olikheten ar strang (<) ar det ett strikt maximimum.
Globalt och lokalt minimum definieras pa motsvarande sétt.

Globalt maximum

Lokalt maximum

Lokalt minimum

Globalt minimum
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Optimering
Maxima och minima

HOGSKOLAN
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Nar ar en stationar punkt x, en lokal maximi, minimi- eller sadelpunkt?
Taylorutveckling i flera variabler:

1
f(x) = f(x0)+ (VF(x0)) (x — xo) + S(x— X0)"H(Xo)(x — Xo) + ...
N——
=0
or . P
ax? 0X10Xn
H(x) = 5 : + Hessianska matrisen (*hessianen”)
okt .. &
9XnOXxq X

= f(x) — f(x0) =~ %(x — Xo0)TH(x0)(x — Xo)

Tecknet pa f(x) — f(xo) dvs. om f(x) > f(Xo) eller f(x) < f(xo) beror pa H.

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MAB8020 Tekniska berékningar Optimering



Optimering
Maxima och minima

Definition 4

OmAarennx n-matrisoch v e R"saar A

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

positivt definit om v” Av > 0 for alla v # 0,

©

@ positivt semidefinit om v’ Av > 0 for alla v # 0,

@ negativt definit om vTAv < 0 for alla v #0,

@ negativt semidefinit om v’ Av < 0 for alla v # 0,

@ indefinit om A varken ar positivt eller negativt semidefinit.

@ Om Vf(xo) = 0 och H(xo) &r positivt (definit) semidefinit sa har f ett (strikt)
lokalt minimum i xg.

@ Om f dr konvex och Vf(xo) = 0 har f globalt minimum i Xq.
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Optimering
Konvexa méngder

HOGSKOLAN
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Definition 5

En mangd D c R” ar konvex om, for varje par av punkter x och y i mangden,
hela det rata linjesegmentet mellan x och y ocksa ligger inuti D:

D arkonvex & Vx,y e DVAe€[0,1]: Ax+ (1 —XN)yeD

Konvex mangd Icke-Konvex méngd
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Optimering o
Konvexa funktioner

Lat M vara en konvex mangd, f deriverbar tvd ganger och H f:s hessian.

o f(x) &r en konvex funktion pd M om H &r positivt semidefinit
o f(x) dr en strikt konvex funktion p& M om H &r positivt definit
o f(x) dr en konkayv funktion pa M om H &r negativt semidefinit
o f(x) dr en strikt konkav funktion p4 M om H negativt definit

Lat \; vara egenvérdena till hessianen H. Om alla

@ \; > 0 &r H positivt semidefinit
@ )\ > 0 &r H positivt definit
@ )\ < 0 &r H negativt semidefinit

@ )\ < 0 &r H negativt definit

N
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Optimering
Problemformulering och villkor fér lokala och globala minima.

HOGSKOLAN
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Ett allmént optimeringsproblem kan formuleras som

min  f(x)
(G) pet it a7
st. x € F (s.t. "subjectto”)
darf: F — Roch FCR".

o F kallas lIésningsomrade (feasible region) och f malfunktion (objective
function)

@ Om F C R” har vi optimering med bivillkor och om F = R" optimering utan
bivillkor.

@ | explicit matematisk form kan (G) representeras som

min  f(x)
gi(x)<0,i=1,...m

st.{h(x)=0,j=1,....p
xeR”

(M)

dvs F = {x € R" | gi(x) < 0, hj(x) = 0}.
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Optimering
Kuhn-Tucker-villkor fér lokalt minimum.
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Sats 5 (Kuhn-Tucker-villkoren)
Fér det matematiska optimeringsproblemet:
min  f(x)

gi(x)<0,i=1,...m
st{h(x)=0,j=1,...,p
x eR”

(M)

dr féljande villkor nédvéndiga fér lokalt minimum i x* om ett Idmpligt
regularitetsvillkor (t.ex. LICQ) &r uppfyllt (KT 1-4):

@ Primal tillatlighet:  gi(x*) <0, hj(x*) =0

@ Komplementaritet: \igi(x*) =0

Q Dual tilldtlighet: ~ A; >0, uf € R

Q Stationaritet: VE(X*) + X A VEi(x*) + X0 1 Vhi(x*) =0
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Optimering o
Kuhn-Tucker-villkor fér lokalt minimum.

Forklaringar:

@ Primal tillatlighet: Lésningen x* maste vara tillaten (feasible) i det
ursprungliga primala problemet (M).

o Komplementaritet: Villkoret A} gi(x*) = 0 innebér att antingen &r
multiplikatorn A} noll, eller s& ar olikhetsbivillkoret g;(x*) aktivt (méttat).

o Dual tillatlighet: Lagrangemultiplikatorerna A; for olikhetsbivillkoren maste
vara icke-negativa (\;' > 0).

o Stationaritet: Villkoret VxL(x*, A", u*) = 0 sager att x* ar en stationér punkt
till Lagrangefunktionen L.

Anm:
@ Om endast likhetsvillkor (h;(x) = 0) finns, reduceras KKT-villkoren till
Lagrangevillkoren: hj(x™) = 0 och Stationaritetsvillkoret (4).
@ Om M &r ett konvext optimeringsproblem (konvex f, konvexa g;, linjara hy), ar
KT-villkoren tillrdckliga fér att garantera ett globalt minimum i x*, under
férutsattning att A* > 0 (Dual tillatlighet) ar uppfyllt.
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Optimering utan bivillkor
Polynomapproximation

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Forutséattningar:

@ f(x) ar konvex i intervallet | = [x1, x3] = har minimum

@ Funktionsvarden kan berdknas for alla x € /och x; < x2 < X3
Approximera f(x) med ett polynom p,(x) av grad 2:

1 x5 X Co fi
1 x x| |c = | k| @ pAx) =co+ cix+ c2x’ = Ph(x) = C1 + 202X
1 X3 X§ Co f3
- G —x8) + B(E — X7) + BOE — x5)
2¢ 2(fi(xe — x3) + (X3 — x1) + (X1 — Xx2)
Iteration:

@ Om x4 < Xo:
o Om f(x4) < f(X2) : X3 = Xo, Xo = X4
o Annars (f(x4) > f(X2)) : X1 = X4

Q Annars (x4 > x2):
o Om f(xg4) < f(X2) : X1 = Xo, Xo = Xa
o Annars (f(xs) > f(X2)) : X3 = X4

Q Fortsatttills [x3 — x| <
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Optimering utan bivillkor
Polynomapproximation

Exempel 3

Foéljande data ar given:

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

x| 0|12
f13|2]|6

Bestam ett approximativt varde pa minimum for f(x) i [0, 2] med hjalp av p2(x).

Mathematica: p2(x) = 3. — 3.5x + 2.5x%, x4 = 0.7, fpin =~ 1.775

0.0 0.5 1.0 15 2.0
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Optimering utan bivillkor
Bisektionsmetoden (Bolzano Search)

HOGSKOLAN
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Forutsattningar:
o f(x) &r konvex i [a, b]
o f'(x) &r kontinuerlig i [a, b] (och kan beraknas)
o f'(a)f'(b) <0
lteration:
@ Berékna f'(c) dar ¢ = 252

@ Om |f'(c)| < e accepteras ¢ som minimum

Annars: Om f'(¢) > e, b=cannarsa=c
Q ltereratills |[f'(c)| < e

Metoden konvergerar till globalt minimum om f ar konvex (i hela Dy), annars till ett
lokalt minimum om det ar en station&r punkt.

Exempel 4

Minimera f(x) = x* — %X + 1 med Bisektionsmetoden.
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Optimering utan bivillkor D
Newtons metod

Pa samma sétt som vi kan hitta en rot till f(x) = 0 med Newton-Raphsons metod
kan vi hitta en rot till f/(x) = 0. Tillr&ckliga villkor for konvergens:

o f(x) € C%ila,b]

o Ett lokalt minimum x* maste existera tillrackligt nara startpunkten xp

o f(x), f(x) och f(x) kan beréknas i [a, b].

o f’(x) > 0ienomgivning av x*

Iterationsformel:
fl(Xk)
f”(Xk)

Exempel 5

Minimera f(x) = x* — 4?)( + 1 med Newtons metod.

Xk+1 = Xk —

Anm: Sekantmetoden &r ett alternativ som undviker berakning av f”(x):
Xk—1

Xki1 = Xk — f(Xk)—f’(Xk) 7 (Xe)
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Optimering utan bivillkor: Funktioner av flera variabler L
Sdékmetoder

En vanlig grupp av metoder for optimering &r sékmetoder. De kan alla formuleras
enligt féljande iteration
XD = 0 4 o, d® k=0,1,2,3...

dar
o x© ar startpunkt
@ « ar steglangd
o d® ar sokriktning
Valet av o och d®) definierar de olika metoderna.
Om f ar en kvadratisk funktion, dvs. kan skrivas som
Vf(Xk)Tdk

H konstant
d] Hd« ( )

f(x) = %xTHer c’x+b & ax=-—
o Det ar det enklaste icke-linjara fallet dar linjesékningsproblemet (att hitta
optimalt ai) har en exakt analytisk I6sning.
o Alla C?-funktioner kan approximeras med en kvadratisk funktion
(Taylor-utveckling) och fallet representerar darfér det lokala beteendet hos

alla sddana optimeringsproblem.
Optimering
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Optimering utan bivillkor: Funktioner av flera variabler 5
Soékmetoder

@ Stegldngden: | det allméanna fallet maste ax bestdmmas approximativt.
@ Linjesékningsproblemet: Nar sdkriktningen dx har valts, reduceras problemet
till ett endimensionellt problem: Hitta det o som minimerar funktionen l&ngs

den valda riktningen:
min f(Xx + ad) (1)

o Eftersom (1) &r ett optimeringsproblem i en variabel («) utan bivillkor, kan
tidigare 1D-metoder anvéndas t.ex. kvadratisk interpolation.

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MAB8020 Tekniska berékningar Optimering



Optimering utan bivillkor: Funktioner av flera variabler
Brantaste lutningsmetoden (Steepest Descent)

HOGSKOLAN
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Metoden anvénder ax = 1 och d*) = —v(x®):

XD = x4, d® = x®0 _ vi(xW), k=0,1,2,3,...

@ Gradienten Vf(xx) pekar i den riktning dér funktionen f ékar snabbast i
punkten xy.

@ Vektorns norm (langd), ||Vf(X«)||, &r lika med den maximala
tillvaxthastigheten (riktningsderivatan) i denna riktning.

= —Vf(xx) ar riktningen for brantaste lutningen dvs. dar funktionen minskar
snabbast.

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MAB8020 Tekniska berékningar Optimering



Optimering utan bivillkor: Funktioner av flera variabler
Newtons metod

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Metoden ar en generalisering av 1D-fallet (Xk+1 = Xx — ,',l,((fg())) med

d® = —H(x®)'vf(x®) och ax=1
vilket ger

X = i+ i = x — HxX) 7w F(x®), k=0,1,2,3, ...

@ Newton’s metod ar en direkt generalisering av Newton-Raphsons metod foér
rotsdkning och l&ser systemet av icke-linjara ekvationer: Vf(x) = 0.

@ Om hessianen H &r icke-singular, erhalls kvadratisk konvergens (mycket
snabb).

@ Om startpunkten xo &r langt frAn minimum X, anvands ofta en steglangd
0 < akx < 1 (bestdms via linjesdkning) i de férsta iterationerna (Dampad
Newtonmetod).

@ Samma forsiktighet med steglangden («x < 1) bér &ven anvandas for
Brantaste lutningsmetoden.
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Optimering utan bivillkor: Funktioner av flera variabler
Newtons metod

Exempel 6

Vi minimerar f(x,y) = (x + 0.3y)® + (2(x* + y® — 1) — 1)?

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

In[ ]:- Remove ["G'Lobal‘ "
Flx_, v ] 1= (x+0.3y) "2+ (2 (xA2+yr2-1) -1)"2;
Plot3D[f[x, y], {x, -1.3, 1.8}, {y, 0.5, 1.7}, ColorFunction > Hue]
F'indM'in'imum[f[x, y], {{x, —1.1}, {y, 0.8}}]

out[+]=

-19
outl- - {4,47878x10 , {x - -0.351928, y»1,17309}}

Vi véjer ax = 0.8 och startpunkt x© = (—1.1,0.8):
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Optimering utan bivillkor: Funktioner av flera variabler
Newtons metod
Exempel 6 (Forts.)

Remove["Global® «"

f=(x+0.3y)72+ (2 (xA2+yr2-1)-1)72;

alpha =0.8;

Print["vf = ", 6= Fullsimplify[D[f, {{x, y}}]]];

Print["H = ", H=Fullsimplify[D[f, {{x, v}, 2}]]];

{xs y} = {-1.1, 0.8};

route = {{x, y}};

Do[{x, y} = {x, y} - alpha« Inverse[H] .G; AppendTo[route, {x, y}], {10}];

Print["Route = ", Transpose[route]];

pl = ContourPlot[f, {x, -1.3, -0.2}, {y, 0.75, 1.25},
Contours » 6 (Range[0, 6, 0.25] /6) "4,

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

PlotPoints - 50,
ColorFunction - Hue,
Epilog » {Blue, Line[route], Pointsize[0.02], Point /@ route}
I8
Print["fmin = ", f] !
show[pl] -12 -10 -08 -06 -04 -02

3 2 2 3
vf = {16. (x +0.0375y + x (»1.375+y ]], 16. [0.0375x—1.48875y+x y+y ]}

H - {{—22+48x2+15y2, e.6+32xy}, {9.6+32xy, 8. [—9.49625+0.333333x2+y2J}}

Route = {{-1.1, -0.928934, -0.706371, -0.545316, -0.432761, -0.377824, -0.35827, -0.353271, -0.3522, -0.351982,
-0.351939}, {0.8, 0.858773, 1.04653, 1.1184, 1.15598, 1.16842, 1.17203, 1.17287, 1.17305, 1.17308, 1.17309} }

-10
fmin = 1.79546 x 10
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Optimering med bivillkor o
Lagrangerelaxation o
Det matematiska problemet
min f(x)
(M) st {g,-(x) <0,i=1,...,m (2)
xeX

dér X, f och g; &r konvexa kan skrivas om med Lagrangerelaxationen

) min (f(x) +;)\;g,-(x))
st. xeX

@ ); &r Lagrangemultiplikatorer

o Lagrangefunktionen definieras som: L(x, A) = f(x) + >0, Xigi(X)

@ Lagrangerelaxationen (M) &r en relaxation till M om X; > 0

o Ett nédvandigt villkor fér att x* ska vara en optimal I16sning till (2) ar att det
existerar A* > 0 sd att stationaritetsvillkoret &r uppfyllt:

m
ViL(x*,X) = VA(x*) + > A\ Vgi(x") =0
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Optimering med bivillkor
Lagranges metod for likhetsvillkor

Vi ska nu studera problemet
min f(x)

(L) ot gi(x)=0,i=1,...m
Tlxex

och tillhérande Lagrangefunktion:

L(x,\) = f(x) + zm: Xigi(x)

i=1

@ For likhetsvillkor (3) finns ingen teckenrestriktion pa A\; (\; € R).
o For att hitta stationara punkter behdver vi I16sa ekvationssystemet

VI(x)+ 32 Aivai(x) =0,

Vial(x,\) =0«
gi(x)=0,i=1,...,m.
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Optimering med bivillkor .
Lagranges metod for likhetsvillkor

Exempel 7

Bestadm den punkt pa planet x — y + 2z = 6 som &r narmast origo.
Avstandet fran punkten (x, y, z) till origo &r d = \/x? + y? + z2.
Optimeringsproblem:

0 min  f(x,y,2) =x2 +y* + 22
st. g(x,y,z2)=x—-y+2z—-6=0

= L) =f(X)+Ag(X) =xX* +y° + 22 + A(x —y +22—6)

Vi far
Toalx,A) =0 {Vf(x) +AVg(x)=0
g(x)=0
{(2x+>\,2y—>\,22+2>\):0
X—y+2z—-6=0
s (6,20 = (1,-1,2,-2)= fan=f(1,-1,2) =6 =d = V6 )

Akademin for Informationsteknologi - ITE MAB8020 Tekniska berékningar Optimering



Optimering med bivillkor
Lagranges metod for likhetsvillkor

Exempel 8

Lés optimeringsproblemet med Newtons metod:

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

min  f(x,y,2) = x* +y* + 2°
(L)St g(x,y,2)=x+y+z+3=0
" \ge(xy,z2)=x+2y—3z2-6=0

Vi anvander Newtons metod:
L(V) = L(X,y,Z, )‘1,/\2) = f(X,y’ Z) + /\191()(,% Z) + )\292()(,%2)

v — v _ )T (v®), k=0,1,2,3, ...

Resultat fran Mahematica: x* = (=7, —1,5), fmin = 75.
Endast en iteration kravs!

Anm: L ar kvadratisk = hessianen H ar konstant. Om inte sa ar fallet maste H~'
beréknas i varje steg.
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Optimering med bivillkor
Straffmetoder fér icke-linjdra likhetsvillkor

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

For f: R" — R och g : R” — R™ och optimeringsproblemet

min  f(x)

(Pe) st. gx)=0

infér vi en obegransad straffunktion som bestraffar dvertradelse av bivillkoren:
1
P(x,r) = f(x) + ;g(X)Tg(X)

o Straffparametern r > 0

@ Termen g(x)"g(x) = ||g(x)|[5 &r ett matt pa hur mycket bivillkoren g(x) = 0
bvertréds

@ |dén &r att minimera P(x, r) utan bivillkor
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Optimering med bivillkor
Straffmetoder fér icke-linjdra likhetsvillkor

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

@ Ldsningen hittas genom att 16sa en sekvens av obegrdnsade problem:
(Px)  min P(x, )
XERN

@ Vivaljer en sekvens ri dar r, — 0 nar k — oc.
@ Konvergens: Om x* (k) ar I6sningen till (Px), géller (under lampliga villkor):

®

x*(k) — x* och rgg(x*(k)) — A" narr,— 0.

k

Anm:
@ Kraver l6sning av en sekvens av problem.

@ Nar ry, — 0 blir hessianen fér P(x, rx) extremt illa-konditionerad (stort
konditionstal) vilket leder till numerisk instabilitet.
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Optimering med bivillkor
Straffmetoder fér icke-linjdra likhetsvillkor

Exempel 9

Lés féljande problem med straffmetod:

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

min  f(x) = 3(x5 — x?)
s.t. xp =1

Vihar g(x) = x; — 1 och bildar straffunktionen
1 1 1
P(x,r) = f(x) + -9(x)"g(x)) = 50¢ = x7) + (x1 = 1)°

VxP = <_X1+M’X2) =0&x(r)= <%,0> —x"=(1,0)dar—0

Fér r < 2 ar hessianen

H(x,r) = Px(x,r) = (_10+ : ?)

positivt definit = P konvex = x™ globalt minimum och fmin = —%.
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Optimering med bivillkor X
Straffmetoder fér icke-linjdra likhetsvillkor

Anm:
° 2g(x*(r)=4E% -1)—>1=x"dar—0
{142
o Konditionstalet: x(H) = ﬁ\ = | 11+' | — oo dar — 0 (u egenvérden)
@ Detta ar nackdelen med (yttre) straffmetod: Nar r — 0, konvergerar
problemet mot x* men x(H) — co. Detta gér problemet mycket svart att I16sa

numeriskt pa grund av instabilitet och langsam konvergens.

Exempel 10

L&s optimeringsproblemet med straffmetod:

min  f(x,y,2) = x>+ y* + 7°
- gi(x,y,Z2)=x+y+z+3=0
ey, z2)=x+2y—-3z-6=0

Satt:  P(x,r) = f(x) + 17(g1 (x)? + g2(x)?)

Optimering
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Optimering med bivillkor
Straffmetoder fér icke-linjdra olikhetsvillkor

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

For f: R" — R och g : R” — R™ och optimeringsproblemet

min  f(x)

(P) st. g(x)<0

infor vi en yttre straffunktion

1 ) i(x) om gi(x)>0
P(x.r) = f(x) + 1g" () g"(x) dar g (x) = {90 om 90
r 0 annars
o Bestraffning sker om och endast om punkten x ligger utanfér det tillatna
omradet (d.v.s., nar gi(x) > 0 fér nagot /).
o Metoden kallas yttre straffmetod eftersom optimallésningen x* narmas
utifran det tilldtna omradet (x*(r) — x* da r — 0%) genom att I6sa
min P(x, r) fér successivt mindre r.
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Optimering med bivillkor .
Straffmetoder fér icke-linjdra olikhetsvillkor

@ Om det inte ar mojligt att berakna f eller g utanfér det tillatna omradet kan en
inre straffmetod (eller barriarmetod) anvéndas. Ex:

m
@ |Invers barridrfunktion: P(x, r) = f(x) — rZ ﬁ
i=1 7!

m
@ Logaritmisk barriarfunktion: P(x, r) = f(x) — rZ In(—gi(x))
i=1
Bada har en "barriar” vid randen av det tilldtna omradet
@ Nar x narmar sig grénsen till det tillatna omradet (gi(x) — 07):
o Invers barriar: —r - (1/gi(x)) = 400
o Logaritmisk barridr: —r - In(—gi(x)) = +o0
Detta skapar en oandligt hdg kostnad (barriér) vid gransen vilket effektivt
hindrar optimeringsalgoritmen fran att na eller korsa det icke-tillatna omradet.
o x*(r) — x* inifran nar straffparametern r — 0.

@ Inre barriarmetoder haller alltid sékningen efter optimum strikt innanfér det
tillatna omradet.
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Optimering med bivillkor
Straffmetoder fér icke-linjdra olikhetsvillkor

Exempel 11

Bestam

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

min  f(x) = x3+x
st. x>2

med inre straffmetod och invers barridrfunktion.
Vi har olikhetsvillkoret g(x) =2 — x < 0.

o _ s,
Straffunktion:  P(x, r) = f(x) rg(x) =Xx"+x T %
Stationara punkter: L I S B DI (B8 +1)(2 - x)®
ax (2—x)?

r-0tex—2"
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Optimering med bivillkor
Straffmetoder fér icke-linjdra olikhetsvillkor

Exempel 12

Samma problem igen: Bestam

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

min  f(x) = x® + x
st. x>2

med inre straffmetod och logaritmisk barriarfunktion.
Vi har fortfarande olikhetsvillkoret g(x) =2 — x < 0.

Straffunktion:  P(x, r) = f(x) — rin(—g(x)) = x* + x — rin(—(2 — x)).

1 a2 B
ox X_2_Oc>r_(3x +1)(x—-2)

r—-0"ex—o2t

Stationara punkter: LY S

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MAB8020 Tekniska berékningar Optimering



