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Minstakvadratmetoden

@ Anvéands for att approximera lésningar till verbestdmda system och for att
anpassa modeller till data.
@ Metoden &r central inom numerisk analys, statistik och ingenjdrsvetenskap.

TillAmpningsomraden:

@ Dataanpassning och regression: Anpassning av linjer eller kurvor till
experimentella méatdata.

o Positionsbestamning (GPS): Berakning av en punkt som bast
Overensstammer med flera méatningar med fel.

o Systemidentifiering i reglerteknik: Bestamning av modellparametrar baserat
pa matdata fran systemets in- och utsignaler.

@ Signal- och bildbehandling: Brusreducering eller rekonstruktion genom att
minimera kvadratiska fel.

@ Maskininlarning och Al: Traning av modeller genom att minimera summan av
kvadrerade fel mellan prediktion och observation.
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Minstakvadratmetoden

o Verkliga data innehdller ofta brus eller felaktigheter.

@ Vi vill hitta en modell (t.ex. en linje eller kurva) som bast passar data.

@ Minstakvadratmetoden minimerar summan av kvadratskillnader mellan
observerade och férutspadda véarden.
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Anpassning till matserie

Exempel 1
En réat linje f(x) = kx + m skall anpassas till féljande méatvarden:

x|0[1]2[3]4 °F
vyl 12346 sk

k) som ger “bést” anpassning?

Hur bestdmmer vi de parametrar p = <m

k-0+m=1 0 1 1
k-1+m=2 1 1 K 2
k-2+4m=3 < |2 1 (m>: 3| Ap=y
k-3+m=4 3 1 4
k-4+m=6 4 1 6

————————————————————————————————————————————————
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Minimering av residualen

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

o Ekvationssystemet Ap = y ar 6verbestadmt och saknar normalt exakt 16sning!
o Vi forsoker hitta den 16sning som goér |Ap — y| minimal.

Definition 1

Om Ap = y ar ett dverbestamt ekvationssystem sa ar

@ r = Ap — y residualvektorn.
@ |r| = |Ap — y| residualen som &r ett métt pa felet i I6sningen p.
@ Minstakvadratlésningen den vektor p som minimerar residualen.
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Normalekvationerna

Ex: En rét linje f(x, p) = kx + m ska anpassas till n st matvarden
(xi,y), i=1,2,...,n.

7r

6L

af € =f(xi) -V

f(xi))

(X,

Metod: Bilda felkvadratsumman

n

n n
Sp)=c+&+.t+en=> = (f(x,p)—y) =D (ki +m—y) =|rf
i=1 i=1

i=1

Basta anpassning i minstakvadratmening ges alltsa da S (dvs |r|) har min.
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Minstakvadratmetoden

Vi soker de partiella derivatornas nollstéllen (VS = 0):

Zr, Xn:(kx,- +m—y)?

S(p) = Z(f X,p) —

y,

i=1

N 28 =257  xi(kxi+ m—y) =0
S =2y (ki+m—y)=0

PN KX+ mYSy xi =30, xiyi
K3y Xi+nm=371,y;

2
N 2%1 Xi
D Xi
X1 Xo
< (1 1

i

n

Xn
1

= AAp=ATy
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<+ Normalekvationerna
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Minstakvadratmetoden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

@ Kan vi vara sakra pa att den stationéra punkten &r ett minimum?

e Ja, S(p) = 27, (f(x, p) — yi)? & en summa av positiva kvadratiska termer
(konvex funktion) och darfér ar varje stationar punkt globalt minimum.

Sats 1 (Minstakvadratmetoden (MKM))
@ En ldsning p till normalekvationerna

ATAp=ATy
minimerar residualen |r| = |Ap — y|.

@ Residualen har exakt en minimipunkt omm kolonnvektorerna i A &r linjért
oberoende.
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Minstakvadratmetoden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 1 (Forts.)

En réat linje f(x) = kx + m skall anpassas till féljande méatvarden:

x|]0o[1]2[3]4
yl1|2[3]4]6

Normalekvationerna:

0 1 1
0 2 3 o | Mk 01 2 3 4\ |2

T _ AT _
AAp=Aly < (1 11 1) g } <m>_<1 11 1 1) i
4 1 6

(m) = (i)
O (-5 D-
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Minstakvadratmetoden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 1 (Forts.)

.. Linjen f(x, p) = 1.2x + 0.8 &r anpassad till matdata i MKM-mening
i, f(xi,p)
6 °

5
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Linjar minstakvadratmetod

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

fo(x) Co
- . fi(x) ¢
f(x,p)=Ff -p dar f= . och p =
fn(-x) c.:n
@ Anpassning till rat linje: f(x,p) = f" -p=(x 1)- (:7) =kx+m

@ Anpassning till 2:a-gradspolynom :

a
fx,p)=Ff-p=(x* x 1) (b) =ax*+bx+c
c
@ Anpassning till annan icke-linjar funktion :
a
f,p)=Ff -p=(nx x cosx)- (b> = alnx + bx + ccos x
c

Anm: f ar alltsa linjar med avseende pa parametrarna p men inte nédvandigtvis
med avseende pa x.
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Icke-linjar minstakvadratmetod

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

@ Vid linjar minstakvadratmetod ger anpassning till f(x, p) ett linjart
ekvationssystem (normalekvationerna).
@ Vid icke-linjar minstakvadratmetod &r f inte linjar med avseende pa p :
= f(x,p)#f -p
‘g—g{' = 55 (1) = Zn% dar % ar beroende av bade x och p
= icke-linjart ekvationssystem VS = 0 vilket krdver andra metoder.

Exempel 3

f(x,p) = ae™ +In(cx) # f7 - p  « icke-linjar funktion med avseende pa p

Anpassning av data-punkter till denna funktion kan inte formuleras som ett linjart
ekvationssystem (som normalekvationerna).

Anm: Ibland kan problemet linjariseras:

y=ae™ shhy=Ina+bxsj=hkx+m
y m k
dvs genom att logaritmera y-vardena kan vi i det har fallet anvanda linjar

minstakvadratmetod fér anpassning till en rét linje.
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Minstakvadratmetoden

Exempel 4

Fér MKM-anpassning av polynomet f(x, p) = ax? + bx -+ c till n st matvérden

(X, y1), i =1,2,...,nfar vi:

ax? + bx; + ¢ = y X2

axE+bxo+c=y X2
, o

2 ' _ 2

axy + bxp+c=yn Xn

X1 1

X2 1 a
b
c

Xn 1

S Ap=y

HOGSKOLAN
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Exempel 5

Gér en MKM-anpassning av polynomet f(x, p) = ax® + bx + c till matvérdena:

2134

348
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Minstakvadratmetoden

HOGSKOLAN
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Exempel 6

Gor en MKM-anpassning av f(x, p) = ce® till matvardena:

x[o[1]2]3] 4
y|1[2[3]5]10

Problemet kan linjariseras:
y=ce™ < Iny=Inc+kx

Mathematica ger: ¢ = 1.03714, kK = 0.552146.

Iny=Inc+kx — MKM

Mathematicas FindFit y
20
8
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Minstakvadratmetoden i Mathematica iz

o Linjar: Anpassa data till f(x, p) = ax® + bx + ¢:
Fit[data, {1, x,x"2},x]

@ Icke-linjar: Anpassa data till f(x, p) = asin bx + c:
FindFit [data, a*Sin[b*x]+c, {a,b,c}, x]
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Kontinuerlig minstakvadratmetod

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Diskreta minsta kvadratmetoden kan generaliseras:

min S(P) = min 3106, ) = 90F =3 o / w(X)(f(x, p) — y(x))2dx

@ w; &r en viktfunktion som kan ge matvardena i det diskreta fallet olika stor
betydelse. w(x) &r den kontinuerliga motsvarigheten till w;.

o fab f(x)?dx &r rotationsvolymen da y = f(x), a < x < b, roterar kring
x-axeln
=- Kontinuerliga minstakvadratmetoden motsvarar minimering av
rotationsvolymen dé& f(x, p) roterar kring y(x)

Anvand kontinuerlig minstakvadratmetod och w(x) = 1 fér att approximera

y(x) = 0.3 cos4x + &*

med ett 1:a-, 2:a- och 3:dje-gradspolynom f(x, p) i intervallet [0, 1].
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Kontinuerlig minstakvadratmetod

HOGSKOLAN
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Exempel 7 (forts)

Remove ["Global® «"
y[x_]1=0.3Cos[4x] +Exp[x];
n=3;
For[k =1, k<=n, k++,
p = Table[c[i], {i, 0, k}1}
f[x_] =Table[x"1i, {i, 0, k}].p;
s = Integrate[ (f[x] -y[x]) *2, {x, 0, 1}];
sol = Solve[D[s, {p}] =0, p];
Plot[{y[x], f[x] /. sol[[1]]}, {x, O, 1},
PlotLegends -» {"y (x)", "f(x,p)"},
Epilog -» {Text["n = ", {0.46, 2}], Text[k, {0.5, 2}]1}] // Print

26

24 / 24

22 22
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