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Linjara ekvationssystem g

THALMSTAD.

Vi vill I16sa linjara ekvationssystem Ax = b:

a1 X1 + &12X2 + - -+ + @inXn = by an  ap .- ai X1 by
Xy + aoXo + -+ + @nXn = b2 a1 ax» -+ an X2 b2
R =
am X1 + a@maXe + - -+ + @mnXn = bm am Gz et dmn x bl;n
x

@ Uppkommer t.ex. vid diskretisering av partiella differentialekvationer
@ Antalet obekanta &r ofta stort: n = 10° — 108
Det ar viktigt att kunna I8sa linjara ekvationssystem effektivt och noggrannt!

Terminologi:
@ AKkallas koefficientmatris, b hégerled och x I6sningsvektor
@ Om n> m/n < m ar systemet under-/6verbestamt
@ Om b = 0 ar ekvationssystemet homogent

Vi kommer att koncentrera oss pa kvadratiska ekvationssystem (m = n).
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Linjara ekvationssystem

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Vilka kvadratiska ekvationssystem har entydig I6sning?

Definition 1

Om matrisen A har linjart oberoende kolonner kallas A reguljar eller icke-singular.

Matrisen A &r icke-singuldr omm

@ Ax = b har entydig I6sning for varje hgerled b
0 detA#0

o Inversen A~' existerar

Om matrisen A &r kvadratisk har ekvationssystemet Ax = b entydig I6sning,
ingen ldsning eller odndligt méanga Iésningar.

Anm: Om A~ existerar har Ax = b den entydiga I&sningen x = A~"b. J
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Linjara ekvationssystem o
Illa-konditionering
@ Om det A = 0 &r ekvationssystemet illa-konditionerat. Sma férandringar av

matriselementen i A eller i b kan d& ge stora férandringar i I6sningen.
@ Om det A= 0 ar Asingular.

Exempel 1
En valkonditionerad (A) och en illa-konditionerad (Az) matris:

Remove ["Global® +"

Al = {{0.0001, 1}, {1, 1}};
A2 = ({1, 1}, {1, 1.0001}};
x = {x1, x2}3

bl = (2, 2);

b2 = {2, 2.0001};

Print["Al = ", MatrixForm[Al], ", Det Al = ", Det[Al], ", Alx = bl: ",
Solve[Al.x =bl, x][[1]], ", Alx = b2: ", Solve[Al.x =b2, x][[1]]];

Print["A2 = ", MatrixForm[A2], ", Det A2 = ", Det[A2], ", A2x = bl: ",

Solve[A2.x =bl, x][[1]], ", A2x = b2: ", Solve[A2.x =b2, x][[1]1]];

Al - (0'01001 i), Det AL = -0.9999, Alx = bl: {x1-0., x2- 2.}, Alx = b2: {xl1- 0.80010001, x2 - 2.}
11 i
A2 = (1 1.0001)’ Det A2 = 0.0001, A2x = bl: {x1-2., x2-> -6.44689x107'7}, A2x = b2: {x1-1.,x2- 1.}
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Linjara ekvationssystem L
Lésningsmetoder for linjdra ekvationssystem

o Tva typer av metoder anvénds for att 16sa linjéra ekvationssystem numeriskt:
Direkta och iterativa.

@ Den vanligaste direkta metoden ar Gausselimination som utnyttjar att
I6sningen inte andras under elementéara radoperationer dvs om:

@ Tva rader byter plats
@ En rad multipliceras med en konstant
© En rad adderas till en annan
@ Om ett ekvationssystem kan omformas till ett annat genom (1) - (3) har de
samma lésning och kallas radekvivalenta.
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Linjara ekvationssystem
Gausselimination

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 2

Vi vill I6sa evationssystemet med Gausselimination:
X1 —2Xo +2x3 = 1 (R1)
3x1+ X2 —2x3=-2 (R2)
2x1+ Xx2—2x3=-3 (R3)

v
Gausselimination

@ Triangulering: Nollstall elementen under diagonalelementen i varje kolonn
med elementéra radoperationer

Q Gor bakatsubstitution

@ Metoden innebér division med diagonalelement, som darfoér maste vara # 0
(helst inte heller nara noll).

@ Radomkastning placerar det tal i diagonalen som har stérst absolutbelopp
(pivatelementet) i den kolonn som skall nollstallas.

@ Om inget pivatelement # 0 finns avbryts elimineringen och 16sning saknas.
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Linjara ekvationssystem X
Gausselimination

Exempel 2 (forts)

Nollstéllning i K1 av R2 & R3. R2 &r pivotrad och R1 & R2 kastas om. En kopia av
R1 multipliceras med § fér R2 och 2 f6r R3 och subtraheras fran R2 & R3:

1 -2 2] 1 3 1 —2|-2 3 1 -2|-2
3 1 -2|-2|s|1 -2 2| 1|«|0o -2 & 2
2 1 -2|-3 2 1 -2|-3 o I -2|-2
Nollstéllining i K2 av R3. R2 &r pivotrad (| — Z| > |1|) och omkastning behévs ej.
1
En kopia av R2 multipliceras med —, = —1 och subtraheras fran R3:
3
3 1 -2 -2 3 1 2| -2
slo -3 & $|elo -3 & -3
o 3 -3[-3) \o o -f|-2
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Linjara ekvationssystem
Gausselimination

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Anm:

@ Gausselimination ar den direkta metod som kraver minst antal
flyttalsoperationer for att I6sa ett givet ekvationssystem.

o Lésningstiden ges av T = kn® dar n &r antalet obekanta och k en
datorberoende konstant.

@ Om man behdver lésa flera ekvationssystem av typen
Ax=>b;,i=12, ..k,

ar det effektivare att anvanda tva triangulara matriser.

@ Matrisen A skrivs som A = LU dar U ar &vertrianguldr och L undertriangular.
Denna uppdelning av A kallas LU-faktorisering.
o Metod:
@ Bestam Uoch Lsaatt A= LU.
Q Infér en ny variabel y = Ux och 16s for varje b; férst Ly = b; och sedan Ux = y.

Eftersom L och U ar triangulara ar bada ekvationssystemen i (2) enkla att 16sa.
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Linjara ekvationssystem
Iterativa I6sningsmetoder

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Iterativa metoder ar speciellt Iampliga fér stora glesa system dar de flesta
matriselementen i systemmatrisen A ar noll.

Metod:

@ Skriv Asom A = B+ (A — B) dér B &r en reguljar matris som &r latt att
invertera och sadan att A — B kan betraktas som en "liten stérning” av B:

Ax =b & Bx = (B-A)x+b o x =B '((B-A)x+b) = (I-B "A)x+B'b

@ Sambandet kan nu skrivas som en fixpunktsiteration (jfr xx+1 = g(xx)):

xED = (1B A)x* + B7'b
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Linjara ekvationssystem
Iterativa I6sningsmetoder

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Fragetecken:
@ Hur viljer vi startldsningen x(©?
@ Vad kravs for att fixpunktsiterationen ska konvergera?

@ Om A och B &r reguljdra matriser sa konvergerar fixpunktsiterationen

x5 = (1B AxY +B7"b

mot I6sningen till Ax = y omm egenvérdena ); till matrisen | — B~'A
uppfyller max(|\i]) < 1.

@ Feletilésningen

|ax®] = |x — x®| < Cmax(|\])[F

Vi kan alltsa rdkna med snabb konvergens om villkoren i satsen ar uppfyllda.
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Linjara ekvationssystem
Iterativa I6sningsmetoder: Jacobis metod

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Jacobis metod bygger pa att vi delar upp A enligt A= L+ D + U dar L &r strikt
undertriangular, D diagonal och U strikt dvertriangular.
Med B = D och A— B = L + U kan fixpunktsiterationen skrivas som

X0 = D7 (b — (L4 U)x®) e ) = ( > a )

J=1,#0
Jacobis iterationsmetod konvergerar om A &r diagonaldominant dvs om
n

ail > Y |ay| forallai.
J=10#i

Anm:
@ Ju mer diagonaldominant A ar desto snabbare konvergens.

o D diagonal = D = (a;), a; = 0 fér i # j = D' diagonal med
diagonalelement ().
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Linjara ekvationssystem
Iterativa I6sningsmetoder: Jacobis metod

Exempel 3

31— Xo+ x3=1

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

L&s ekvationssystemet ¢ 2x; —4x. + x3 =1 <« Adiagonaldominant!
—1

=X+ Xo—4x3

inl -~ Remove["Global  «"]

a={3, -1, 1}, {2, -4, 1}, {-1, 1, -4}};

u = UpperTriangularize[a, 1];

d = DiagonalMatrix[Diagonal[a]];

l=a-d-u;

xold = {0, 0, 0};

b={1, 1, -1};

kmax = 20;

For[k = 1, k s kmax, ++k,
xnew = Inverse[d].(b-(1+u).xold);
xold = xnews;

1

Print["Jacobi: ", N[xnew]];

Print["Kontroll med NSolve: ", NSolve[a.{x1l, x2, x3}==b, {x1, x2, x3}]]

Jacobi: {9.249976, -0.0833073, 0.166647}

Kontroll med NSolve: {{x1 - 0.25, x2 » -0.0833333, x3 > 0.166667}}
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Linjara ekvationssystem
Iterativa I6sningsmetoder: Gauss-Seidels metod

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Denna metod bygger ocksa pa att A= L + D + U men med en alternativ
omskrivning:
(L+D+UXx=b< Dx=b—-Lx— Ux

Denna formel ger fixpunktsiterationen:

x¥ = D7 (b — Lx*T) — Ux®) & X = (L+ D)~ (b — Ux™)

Anm:

o | Gauss-Seidels metod anvander vi B = L + D medan Jacobis metod
anvander B = D.

o Fixpunktsiterationen anvander dven det "nyaste” x(**1) i hogerledet och vi
kan darfor férvanta oss snabbare konvergens an med Jacobis metod.

o Ett tillrackligt villkor fér konvergens ar aven har att A ar diagonaldominant.
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Linjara ekvationssystem
Iterativa I6sningsmetoder: Gauss-Seidels metod

Exempel 4

Samma ekvationssystem igen: - Remove[Globat 1]

a={{3, -1, 1}, {2, -4, 1}, {-1, 1, -4}};
u = UpperTriangularize[a, 1];
3X1 — Xo —+ X3 = 1 d = DiagonalMatrix[Diagonal[a]];
l=a-d-u;
b={1, 1, -1);
xold ={0, 0, 0};
kmax =203
For[k =1, k s kmax, ++k,
xnew = Inverse[d].(b-(l+u).xold);

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

I
—

2x1 —4xo + X3

I
|
-

—X1 + Xo —4Xx3

xold = xnew;
1
Print["Jacobi: ", N[xnew]];
xold ={0, 0, 0};
For[k =1, k s kmax, ++k,
xnew = Inverse[l+d].(b-u.xold);
xold = xnew;
1
Print["Gauss-Seidel: ", N[xnew]];
Print["NSolve: ", NSolve[a.{x1, x2, x3}==b, {x1, x2, x3}]]
Jacobi: {0.249976, -0.0833073, 0.166647}
Gauss-Seidel: {0.25, -0.0833333, 0.166667}
NSolve: {{x1 - 0.25, x2 » -0.0833333, x3 - 0.166667}}
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Linjara ekvationssystem
Iterativa I6sningsmetoder: Jacobis vs Gauss-Seidels metoder

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

‘ Egenskap I Jacobi l Gauss-Seidel ]
Matrisformel xk1) = p=1(b — (L + U)x(H)) xEH) = (L+ D)~ (b — Uxth)
Iterationsformel Anvander x() for alla variabler i iteration Anvander de senast berdknade vardena

k+1. x(+1) i samma iteration.
Uppdatering Globalt: Hela vektorn uppdateras samtidigt. Sekventiellt: Komponenter uppdateras efter
hand (in-place).
Konvergens Vanligtvis langsammare. Vanligtvis snabbare (upp till dubbelt sa
snabb).
Parallellisering Mycket /dtt att parallellisera. Berakningen Svérare att parallellisera pa grund av se-
av varje x; ar oberoende. kventiella beroenden.
Bast nar? Nér parallellitet (t.ex. GPU-berdkning) ar Nér seriell berdkning anvands och snabb
avgorande. konvergens ar viktigast.
Sammanfattning:

@ Jacobi ar bast nar man har tillgang till en parallell arkitektur (t.ex. multi-core
CPU eller GPU), eftersom berékningarna for varje variabel kan géras helt
samtidigt.

o Gauss-Seidel ar bast i seriella miljder (enkel processor) dar snabbast méjliga
konvergens per iteration &r dnskvard.
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Egenvektorer och egenvéarden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 2
Vektorn x # 0 ar en egenvektor till matrisen A med egenvérdet A om Ax = Ax.

o Ekvationsystemet kan skrivas som (A — A/)x = 0.
@ Det har icke-trivial 16sning x # 0 omm

det(A— Al) =0 <« A:s karaktaristiska ekvation.

Exempel 5

Bestdm samtliga egenvarden och egenvektorer till A = <; i) .

Karaktéristisk ekvation:

1-A 2
2 4—-A

At =

det(A—M\) =
( ) A2 = 5.

=(1-A)(@#-1)-22=XAA-5)=0& {
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Egenvektorer och egenvarden g
Exempel 5
Egenvektorer:

M =0: (A—)\1I)X:0
PN (1 = 0)X1 + 2x> =0 Xy + 2x% =0
2xy  + (4 = O)Xz =0 2xy + 4x =0
= (X1 0 Xg) = 1‘(—2, 1)

)\2:5:(A—)\21)X:°
@{(1—5)x1 + 2% =0 @{—4x1 + 2% =0

2y + (4-5x =0 21 + —x =0
< (x1,Xx) = 5(1,2)

. Remove ["Global' +"]
.. Alla vektorer som ar parallella med (-2, 1)

N R /. A= {{1, 2}, {2, 4}};
resp (1,2) &r egenvektorer till A med egenvardet Eigensystem[A] // MatrixForm
0 resp 5.

({1,52} {-202 l})
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Egenvektorer och egenvarden g
Potensmetoden

Potensmetoden ar en iterativ metod for att berdkna en egenvektor. Antag att
egenvardena till A uppfyller

Ml >[X2| > [Aa] > - > [An]

Om vy, va, ..., vV, @r en bas av egenvektorer till A som svarar mot egenvardena
Ai, 1 =1,2,.., n, kan startvektorn skrivas som

Xo =CiVi+CVa+ -+ CnVp

Eftersom Av; = \v; = Afv; = My, far vi

K K K K A“xo A2\ A\ ©
A'Xo = CiAVi+CAaVat+: CodpVn & —— =CiVi+| — | Vot -+ | Va
A A A
Om k &r stort &r A*x, nastan parallell med v4 eftersom (i—:)k ~0foris1.
. Xx = A¥x, narmar sig en egenvektor som motsvarar det egenvarde som har
stdrst absolutbelopp.
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Egenvektorer och egenvéarden
Potensmetoden

For att hindra att vektorerna blir fér stora normerar vi under varje iteration.

Potensmetoden

Valj en godtycklig startgissning x, fér egenvektorn och iterera

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

© Vi1 = AXk

® Xict1 = Yir/IVistl

tills | Xxp1 — Xk| < 0

Om vi har en egenvektor kan vi berdkna motsvarande egenvarde:

v Av

Ve + Rayleighkvot

Av= ve v Av= v v= vl e =

Vi far darfor direkt en approximation till Ay som vi kan anvénda i iterationen ovan:

VIAV: _ VIAY.  YiAXk = X[y,
- - +

A = ~
1215 Vil Yl
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Egenvektorer och egenvarden g
Potensmetoden

Exempel 6
3 2 1
Bestam stérsta egenvarde och tillhérande egenvektortil A= (2 1 -3
1 0 1

Remove ["Global® +"
A={{3, 2,1}, {2, 1, -3}, {1, 0, 1}};
xold={1., 1., 1.};

For[k=1, k<15, k++,

ynew = A.xold;

Xnew = ynew /Norm[ynew] ;

lambda = xold.ynew;

xold = xnew;

1

Print["Normerad egenvektor: ", N[xnew]]
Print["Stdrsta egenvédrde: ", N[lambda]]
Eigensystem[N[A]] // MatrixForm

Normerad egenvektor: {0.904535, 0.301502, 0.301517}

Stérsta egenvarde: 3.99997
4. 2. -1.
{0.904534, 0.301511, 0.301511} {0.57735, -0.57735, 0.57735} {-0.481543, 0.842701, 0.240772}
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Egenvektorer och egenvéarden
Invers iteration och skiftade potensmetoden

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Hur gér vi om vi vill bestdmma samtliga egenvérden och egenvektorer?
Om A ar inverterbar har vi

AX= XA Ax=)A"'x= A 'x= %x

Slutsatser:
@ Aoch A~' har samma egenvektorer.
@ Om ) &r egenvarde till Asa ar % egenvarde till A=" vilket innebdr att:
Aadrinverterbar < \; #0,i=1,2,...,n.
@ Vill vi berédkna egenvektorn som svarar mot det egenvarde som har minst
absolutbelopp kan vi anvanda fixpunkisiterationen x,.1 = A~ ' x,.
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Egenvektorer och egenvarden o
Invers iteration och skiftade potensmetoden

Exempel 7

3 2 1
Bestam minsta egenvérde och tillhérande egenvektortil A= 12 1 -3
1 0 1

Remove ["Global® +"]
A=1{{3,2, 1}, {2, 1, -3}, {1, 0, 1}};
invA = Inverse[A]};
xold = {1., 1., 1.};
For[k=1, k<15, k++,

ynew = invA.xold;

Xxnew = ynew / Norm[ynew] ;

lambda = xold.ynew;

xold = xnew;
1
Print["Normerad egenvektor: ", N[xnew]]
Print["Minsta egenvérde: ", 1/N[lambda]]
Eigensystem[N[A]] // MatrixForm
Normerad egenvektor: {0.481548, -0.842702, -0.24076}
Minsta egenvéarde: -0.99997

4. 2. -1.
{0.904534, 0.301511, 0.301511} {0.57735, -0.57735, 0.57735} {-0.481543, 0.842701, 0.240772}
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Egenvektorer och egenvéarden
Invers iteration och skiftade potensmetoden

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Hur beraknar vi egenvardena mellan de som har stérst och minst absolutbelopp?
Om s ar ett tal har vi

(A—shx=Ax —sx=Xx—sx=(\A—98)Xx

Slutsats:
@ Aoch A — sl har samma egenvektorer.
@ Om ) ar ett egenvarde till A sa ar A — s ett egenvarde till A — sl.

@ Med invers iteration kan vi berakna det egenvarde A — s till A — s/ som har
minst absolutbelopp dvs det egenvérde A till A som ligger ndrmast s.
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Egenvektorer och egenvarden o
Invers iteration och skiftade potensmetoden

Exempel 8

Bestam egenvérdet till A som ligger ndrmast 1.5 samt A 2 ? _13
tillhérande egenvektor. B 10 1

Remove ["Global  «"]
A={{(3, 2, 1}, {2, 1, -3}, {1, 0, 1}};
i = IdentityMatrix[3];
s=1.5;
invAsI = Inverse[A-s*1i];
xold = {1., 1., 1.};
For[k =1, k<15, k++,
ynew = invAsI.xold;
xnew = ynew / Norm[ynew] ;
lambda = xold.ynew;
xold = xnew;
1
Print["Normerad egenvektor: ", N[xnew]]
Print["Egenvédrdet narmast ", s, ": ", 1/N[lambda] +s]
Eigensystem[N[A]] // MatrixForm
Normerad egenvektor: {0.57735, -0.57735, 0.57735}

Egenvéardet narmast 1.5: 2.

4. 2o -1.
{0.904534, 0.301511, 0.301511} {0.57735, -0.57735, 0.57735} {-0.481543, 0.842701, 0.240772}
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Egenvektorer och egenvéarden
Invers iteration och skiftade potensmetoden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Hur hittar vi startvardena s?

Gerschgorins sats

Om A= (aj) aren nx n-matrissa ar G = {z € C: [z — aj| < } ., |aj[} cirklar i
det komplexa talplanet. Fér varje egenvéarde A till A galler da

A E LnJCi
i=1

@ Varje egenvarde ligger i minst en av de cirklarna.

@ Varje diagonalelement a; ar centrum fér en cirkel och radens évriga element
bestdammer cirkelns radie.

@ Ju mer diagonaldominant matrisen &r desto ndrmare diagonalelementen
ligger egenvérdena.

@ Om en grupp av k cirklar inte dverlappar nagra andra cirklar innehdller den
gruppen k egenvarden.
= Ett specifikt egenvarde kan bara kopplas till en specifik cirkel om cirkeln ar
disjunkt fran évriga.
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Egenvektorer och egenvarden o
Invers iteration och skiftade potensmetoden

Exempel 9
Matrisen
1 6 -1
A= 3 -2 1
-3 6 -5

har egenvardena Ay = —8, A = 4 och A3 = —2.

Gershgorincirklar och egenvarden
Im

Vi far:
Ci = {z:|z—-1|<|6|+|-1]=7}
C: = {z:lz— (-2 <3+ 1] =4} -
Co = {z:lz—(-5)I<|-3+6| =9}

Numerisk linjar algebra
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