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Vad ar interpolation?

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Metod fér att konstruera nya datapunkter inom intervallet fér ett givet dataset.

Exempel pa tillampningar:
@ Datorgrafik: Utjamning och kurvanpassning i grafisk rendering.
o Dataanalys: Uppskatta mellanvarden i experimentella data.
@ Signalbehandling: DA-omvandling

@ Maskininldrning: Uppskatta saknade varden i ett dataset eller géra
forutsagelser om nya datapunkter baserat pa kand data.

@ Teknisk design: Skapa mjuka 6vergangar i CAD/CAM-design.
o Naturvetenskap: Modellera fysikaliska fenomen dér data &r ofullstandig.
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Typer av Interpolation g

THALMSTAD.

@ Polynominterpolation: Konstruerar ett polynom som gar genom alla givna
datapunkter.

@ Linjér interpolation: Anvénder linjesegment mellan varje par av datapunkter.

@ Spline-interpolation: Anvander laggradspolynom i varje intervall for att
sékerstalla mjuk dvergang vid datapunkterna.

o Nirmaste-granne-interpolation:' Tilldelar det narmaste kdnda vardet till varje
datapunkt.

"Metoden anvands ofta inom bildbehandling och data dar snabbhet prioriteras framfér precision.
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Interpolation

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Antag att vi har en samling data fér en okand funktion f(x):

X X1 | X2 | oo | Xn1
f(X) f1 fg o fn+1

9 X1 < Xo < -+ < Xpi1 kallas interpolationsbunkterz.
@ Hur ska vi uppskatta f(x) for x; < x < Xp1?
@ Vi soker en funktion P(x) som interpolerar f i punkterna xi, Xz, ..., Xo4+1 dvs

P(x)="f,i=1,2,...,n+1. (%)

Interpolanten P(x) kan sedan anvandas for att uppskatta f(x) for x # x;.
@ Om x € [x1, Xn+1] kallas detta interpolation annars extrapolation.
@ (x) = P(x) kan konstrueras som en linjirkombination av basfunktioner
Pr(X):

Px) =3 ceprl(x)
k=0
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Interpolation

Vilka basfunktioner ska vi valja? Nagra vanligt forekommande exempel:
@ wk(x) = x¥ = P(x) polynom av grad n

o Ortogonala basfunktioner:
k(X)) = sin kx, pk(x) = cos kx, Legendrepolynom...
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Interpolation o
Newtons interpolationspolynom

Antag att vi har n+ 1 punkter (x;, f;). Det finns da ett unikt polynom p,(x) av grad
n som interpolerar de givna punkterna, dvs p,(x;) = fi, i=1,2,...,n+ 1.

Vi vill hitta ett polynom p,(x) som interpolerar vérdena i tabellen

X X1 Xo | v Xn+1
f(X) f1 fg v fn+1

Ansats:
Pn(Xx) = co 4+ c1(Xx — x1) 4+ Ca(X — X1)(X — X2) + - - - (X — X1)(X — X2) - - - (X — Xn).

Villkoren pa(x;) = f(x;) ger

pr(x1) = co=h
b — C
pr(xe) = G+cile-—X)=hoc =0
Xo — X1
s —cy—ci(Xz — X
Pa(Xs) = GotCi(Xa—x)+ 0l — X)X —xe)=f o= 2D (X6 = x1)

(X3 — X1) (% — Xx2)
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Interpolation
Newtons interpolationspolynom

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Man kan enkelt 1&gga till datapunkter utan att behéva konstruera en helt ny
interpolant.

Exempel 1

Bestdm Newtons interpolationspolynom

6 .

av grad 2 till féljande data: s
x| 12|38 .
yl2|1|6 ' :

10 15 20 25 30

Ansats:  ps(x) G+ci(x—1)+c(x—1)(x—-2)

p(1) = c=2
p(2) = c+c(—-1)=1<c =-1
p(3) = c+cB-1)+c(B8-1)B3-2)=6cc=3

Spe(x)=2—(x—1)+3(x —1)(x —2) = 3x*> — 10x + 9.
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Interpolation
Newtons interpolationspolynom

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 1

Kontroll med Mathematica:

Remove ["Global +"]

data = {{1, 2}, {2, 1}, {3, 6}};

1p = ListPlot[data, PlotStyle » {Red, PointSize[Large]}, PlotRange -» {0, 7}];
p = Fit[data, {1, x, x"2}, x]

show[Plot[p, {x, 0, 3.5}], 1p]

9. -10. x+3. x?
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Interpolation
Feluppskattning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Sats 2

Antag att vi har n+ 1 punkter (x;, f;) och ett polynom p,(x) av grad n som
interpolerar de givna punkterna.

Om f; = f(x;) dér f &r en funktion med n + 1 kontinuerliga derivator i | = [x1, Xp11]
s4 ar

_ ")

Rr = f(x) — pn(x) = 1)l (X —x1)(X = X2) - - - (X — Xny1)

fér nagot € € |

| praktiken kanner vi inte f(”+‘)(£). Vi véljer istéllet en extra punkt (Xn42, fri2),
berédknar pn;1(x) och anvander approximationen

M (€) ~ p,(ﬁ‘)(g) = (n+1)!cny1

Detta innebar att trunkeringsfelet uppskattas som

Rr ~ pne1(X) — pa(X)
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Interpolation
Feluppskattning

Exempel 2

Antag att
2
F(x) = e=/5 cos <{> L x=01)

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

2 3
och uppskatta f(0.5) med hjalp av tabellen

X 0.0 0.4 0.7
f(x) | 1.0033 | 0.9347 | 0.9367

genom
@ linjar interpolation
@ kvadratisk interpolation

Gor aven feluppskattning genom att Iagga till punkten (0.8, 0.9482).
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Interpolation

Feluppskattning
Resultat:
p1(x) = 1.00333 — 0.171545x = p;(0.5) = 0.917561
1.009
0.95- . o //
— pi(X)  o0s / — 1f(x)-p1(x)|
/ — 1P2(x)-p1 ()]
090 0.04 // P: P
0.02 //
0.85 0.2 0.4 0.6 0.8 L"./uz\h\oa o o o

o Felet |Rr| = |f(x) — p1(x)| < 0.1iintervallet [x1, x3] = [0, 0.8]
@ For x =0.5ar |Ryr| < 0.02.
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Interpolation o
Feluppskattning

Resultat:

p2(x) = 1.00333 — 0.273258x + 0.254282x° = p,(0.5) = 0.930275

0.0010
0.981
— If(x)-p2(x)]
— Ip3(x)-p2(x)|

o Felet |Rr| = |f(x) — p2(x)| < 0.001 iintervallet [x1, x3] = [0, 0.8]
o For x = 0.5 ar |Rr| < 0.0003.
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Interpolation
Runges fenomen

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Blir alltid approximationen béttre om man ékar antalet interpolationspunkter dvs
interpolationspolynomets grad?

Exempel 3

Funktionen

1
1+ 25x2

interpoleras med p,(x) i punkterna

f(x) =

X=—14(i—1)2

£ i=1,2,...,n+1
n

Man kan visa att felet

_?;8).();1|f(x) — pn(X)] = codan— oo

Slutsats: Interpolera endast med polynom av l&gt gradtal! )
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Interpolation
Spline-interpolation

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

@ For att undvika Runges fenomen vid interpolation med ett polynom kan man
anvanda olika polynom i olika delar av intervallet.

@ En sadan metod ar sk Spline-interpolation

@ Antag att f(x) &r k&nd i noderna xi, X, ..., Xp41.

o Vi vill hitta en funktion s(x) ~ f(x) pa [x1, Xn+1] S&dan att s(x;) = f(x).
40
as
30
25

2.0¢
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Interpolation o
Spline-interpolation

Definition 1

Antag att a= x4 < X2 < --- < Xp+1 = b och att funktionsvardena
f(x;), i=1,...,n+ 1, & kénda. En funktion s(x) sammansatt av polynom av grad
2m+ 1 sa att

@ s(x) ar 2m ganger kontinuerligt deriverbar
@ s(x;)=f(xi),i=1,2,...,n+1
kallas en interpolerande spline-funktion av grad 2m + 1 pa intervallet [a, b].

@ m = 0 ger linjdra och m = 1 kubiska spline-funktioner.
@ Det ar mest kubiska spline-funktioner som anvands i praktiken.
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Interpolation g
Linjér spline-interpolation

s(x) ar en interpolerande linjar splinefunktion med noder [x1, ..., Xp11] om:
Q s(x)=f(x),i=1,2,...,n+1.
@ s(x) ar kontinuerlig pa [x1, Xn1].
Q@ s(x) ar en rat linje pa varje delintervall [x;, Xi1]-

a4l

T : s 7 s
En linjar splinefunktion s(x) &r alltsd sammansatt av n rata linjer

Si(x) = ai + bi(x — x), X < X < Xigq.
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Interpolation
Linjér spline-interpolation

s(x) kan uttryckas med hjélp av basfunktioner ¢;(x) som kallas "hattfunktioner":

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

n+1

s(x) =D f(x)ei(x)
i=1

.. X — Xj—1
dar — Xim1 < X< X
X 35 1,i=j
O Q=
wi(x) = L, X < X < Xipq1 = <Pi(Xj) == o
Xiy1 — Xi 0,i#]j
0 annars
| &ndpunkterna anvénds “halvhattar”:
Xo — X X — Xp
, Xp < X< Xo ) —— Xn < X < Xpi1
p1(x) =  Xe — X respektive @1 = { Xnt1 — Xn
0, annars 0, annars

Xt X
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Interpolation
Linjér spline-interpolation

Exempel 4

Bestam en linjar splinefunktion s(x) som interpolerar

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

x |0[1]2
fx)y | 1[3]2

3.0 °

201 °

15

1.08

051

0.5 1.0 185} 2.0
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Interpolation
Linjér spline-interpolation

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 4 (forts)

Ansats:
)= si(x)=c+ci(x—0), 0<x<1
SQ(X):do+d1(X—1), 1<x<2

Kontinuitetsvillkoret pa s(x) ger nu

s(0) = si1(0)=co=1(0)=1
s(1) = si(1)=co+c=1)=d=1f1)=3
3(2) = 32(2):d0+d1:f(2)=2

<:>(007C17d05d1) :(172737_1)
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Interpolation
Linjér spline-interpolation

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 4 (forts)
Vi far den linjara spline-funktionen

&) = six)=1+2x, 0<x<1
So(x)=4—-x, 1<x<2

3.0
251
2.0}

L3 |=

015} 1.0 L3 2.0
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Interpolation
Kubisk spline-interpolation

s(x) ar en interpolerande kubisk splinefunktion med noder xi, ..., Xp11 Om:
Q s(x)=f(x),i=1,2,...,n+1.
Q s(x), s'(x) och s”(x) ar kontinuerliga pa [X1, Xn+1]
Q s(x) ar ett tredjegrads polynom pa varje delintervall [x;, Xi;1].
s(x) blir entydigt bestamd om vi anger tva andpunktsvillkor. Alternativ:
o Naturliga: 8" (x1) = 8" (Xn11) =0
o Ratta: Om derivatan av f i &ndpunkterna ar kand:
s'(x1) = f'(x1) och 8’ (Xp11) = f'(Xnt1)
o Periodiska: Om f(x) &r periodisk med perioden Xp 1 — X1:
s'(x1) = s’ (Xn1) och 8”(x1) = 8" (Xp11)

HOGSKOLAN

THALMSTAD.
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Interpolation
Kubisk spline-interpolation

Exempel 5

Bestam en kubisk splinefunktion s(x) som interpolerar

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

x |0[1]2
fx)y | 1[3]2

med réatta &ndpunktsvillkor d& f'(0) = 1 och f'(2) = —1.

30F °
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Interpolation
Kubisk spline-interpolation

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 5 (forts)
Ansats:

S(x) = siX)=c+ci(x—0)+c(x—-00>2+c(x—-0)>3 0<x<1
S(X)=do+di(x—1)+b(x—1)2+d(x—1)5 1<x<2

Villkoren for en kubisk splinefunktion med ratta &ndpunktsvillkor leder till

s(0) = s(0)=co=1(0)=1

s(1) = si)=c+c+c+tc=s(1)=d=>f1)=3
s2) = s2)=d+di+0d+0ds=F(2)=2

si(1) = ¢ +2c+3c=s(1)=0d

s{(1) = 2c+6c;=s)(1)=20d

s'(0) = si(0)=c =f(0)=1

S(2) = s(2)=0d +2d+3d="r(2)=—-1
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Interpolation
Kubisk spline-interpolation

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 5 (forts)

Mathematica I6ser enkelt ekvationssystemet:

S(x) = S1(x) =1+ x +3.25x® — 2.25x3, 0<x<1
|s2(x) = -3+ 13x — 8.75x2 +1.75x%, 1< x<2

3.0
25

2.0
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