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Numerisk integration

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Antag att vi vill berékna ett approximativt varde pa integralen / ’ f(x)dx.
Metod: :

o Delainintervallet [a, b] i ett antal delintervall

@ Approximera f(x) i varje delintervall med en funktion som ar Iatt att integrera
Nagra alternativ:

-
P e [ [ e — [

y=sin(x) y=sin(x) y=sint)
ol wl — wl

e

310 dx = 153029

() dx = 153020
: SRt dix s 153093

o [0 tx n 150507

)dx= 153029
o: [21(x) dx = 1.40050

Riemannsumma: Trapetsformeln: Simpsons formel:
f(x) ~ a (konstant) f(x)~ax+b f(x) = ax? +bx +c
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Numerisk integration

Trapetsformeln
@ Delainintervallet i nlika stora delintervall med langd h = b;na.
@ Approximera integralen i varje delintervall med arean under den réta linjen
mellan (xi—1, f(xi—1)) och (x;, f(x;)).

o Varje parallelltrapets har arean A; = Wh

b n
° / f(x)ax ~ > A
a i=1
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Numerisk integration
Trapetsformeln

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Sats 1 (Trapetsformeln)

Om f(x) dr tva ganger kontinuerligt deriverbar pa intervallet [a, b] s& ar

b
/ f(x)ax = g(f(a) + 2f(x1) + 2f(X2) + - - - + 2f(Xa—1) + (b)) + Rn
= T(h) + Rn
dar h = 2=2 och resttermen
3
Ro= -8B = PoBpef = o), a<e<b

v

Exempel 1

2
Bestém ett approximativt varde pa / sin x*dx med trapetsformeln samt
0
uppskatta felets storlek.
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Numerisk integration
Simpsons formel

Antag att f(x) ~ p(x) = ax® + bx + ci [-h, h]:

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Yy
y=az’+br+c

(0,91) '/
, , , . ()
2 ax bx
/ (ax®* +bx+c)dx = {——l———i—cx]
—h N e’ 3 2 _h (711,4,7/0)
p(x) Y1 Yo
ah3 Yo
= 2 <T + Ch> Az N
“h 0 B

Om p(x) gar genom punkterna (—h, y0), (0, y1) och (h, y») kan vi enkelt

bestdmma a och c:

p(—h) =a(—h?+b(-h)+c=y
p(0) =Cc=y = a
p(hy =al +bh+c=y
" a2 (V2 + Yo = 2y1)H°
- 2 2h2
:>/_hp(x)dx ( 3

h
§(YO +4y1 + y2)
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Numerisk integration
Simpsons formel

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Vi kan utnyttja resultatet fér att berdkna ett approximativt varde pa integralen

/b f(x)dx

a=x) T Ty w3 @Iy

Vi delar upp intervallet i ett jamnt antal (n) delintervall med samma langd h:

b—
Xx=a Xx=a+h xx=a+2h .. x,=a+nh h:Ta
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Numerisk integration
Simpsons formel

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Vi kan nu approximera f(x) med ett andragradspolynom p(x) i varje delintervall
[xi, Xi+2] och utnyttja vart tidigare resultat:

/ p(x)dx }’o+4}’1+}’2)
h
/ f(x)dx ~3 Yo+a4yi+y2)+ 5 (y2+4ys+y4)+ o (yn 2+4Yn_1+Yn)
Sats 2 (Simpsons formel)
Om f(x) ar fyra ganger kontinuerligt deriverbar pa intervallet [a, b] s& &r
b
/ f(x)dx = g(f(a)+4f(x1)+2f(x2)+4f(x3)+2f(x4)+~--
a
+  2f(Xn—2) + 4f(Xa—1) + f(b)) + Rn = S(h) + Rn
dar h = 2=2 och resttermen
_ b=a) gy _ (D=8 ) oyt _ ot
R = — oo 10(6) = S5 2 N = o(h*), a<e<b

Anm: S(h) = [? f(x)dx for alla polynom f av grad < 3 eftersom f®)(x) = 0vx.
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Numerisk integration
Simpsons formel

HOGSKOLAN
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Exempel 2

Berakna ett approximativt varde pa integralen / sin x dx med Simpsons formel
0

for n = 4 och uppskatta felet i approximationen.

Lésning:

/W sinxdx ~ u(f(a) + 4100 + 2f(xe) + 4F(x) + F(b))
0

37
= 12(sm0—|—4sm4—}-25|n§—|—4sm 7 + sin)
= 2.00455975...
b—a T
|Rs| = (180 ,34f(4)(§)‘ ’180 7 s.n(g)’ < g0 24 = 0:0086410... < 0.01

/ sin x dx = 2.00 &+ 0.01 (Anm: Integralens exakta varde &r 2.)
0
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Numerisk integration
Simpsons formel
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Anm:
o Trapetsformeln: Exakt integration av styckvis linjar interpolation
@ Simpsons formel: Exakt integration av styckvis kvadratisk interpolation

@ Formlerna ovan ar praktiska vid “handberékningar”. | verkliga fall anvénds
oftast adaptiva metoder dvs inte ekvidistant indelning av intervallet.

v

Exempel 3

2
Bestam ett approximativt varde pa / sin x*dx med Simpsons formel samt
0

uppskatta felets storlek.
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Numerisk integration
Rombergs metod: Richardsonextrapolation pa trapetsformein

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

@ Man kan visa att
b
/ F(xX)dx = T(h) + @l + ash' + - - achP + O(FP<*2)
a

dar koefficienterna a, as, ..., ax ar oberoende av h.
@ Kombination av T(h) och T(2h) ger:

/ " 00dx = S(@T(R) — T(2m) + O(H) = Tu(h) + O(H)
@ Samma sak for T4(h) ger:

/ f(x)dx = ls (16 T4(h) — T4(2h)) + O(h®) = Ts(h) + O(h®) osv.

Allman formel:

;
40—+

Tonya(h) = (4" Tan(h) — Tan(2h)) + O(R?"P), n > 1.

Anm: T4(h) = S(h) (Simpsons formel).
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Numerisk integration
Exempel pa adaptiv metod: Intervallhalvering med trapetsformeln

Berakning av fab f(x)dx med ett fel < e:
o Lat h= 232 och ¢ = 2;2. Berdkna T(2h) och T(h):
T(2h) = h(f(a) + f(b)), T(h)= g(f(a) + 2f(c) + (b))
o Felet:

/b f(x)dx = T(h)+ ah* + O(h*) = T(2h) + ax(2h)* + O(h*)

\'
—
>
=
I
\'
—
N
>
=
Il

3axh* + O(h*)

o
>
Il

/b f(x)dx — T(h) = ah’* + O(h*) ~ w

© Om |en| < € &r viklara och [2 f(x)dx ~ T(h).

@ Annars: Bérja om med [ f(x)dx och fcb f(x)dx med kravet att felet < /2 for
bada integralerna.
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Numerisk integration
Exempel pa adaptiv metod: Intervallhalvering med trapetsformein

HOGSKOLAN
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Exempel 4

2
Bestém ett approximativt varde pa / sin x*dx med adaptiv trapetsformel och
0

felkravet e = 10~%.
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Numerisk integration
Gaussisk kvadratur

HOGSKOLAN
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[ o)~ wa(e)

@ Vikterna w; och punkterna &; valjs sa att summan ger exakt integral for alla
polynom av grad p = 2n — 1:
2
(Pa(&))2(1 — €7)

@ Optimal ordning: Minsta méjliga n som ger integral av polynom exakt vérde.

& = rotternartill Po(¢) =0, wi=

@ Legendrepolynomet Pp(&) av grad n kan beréknas rekursivt:

Po(§) =1, Pi(£) = x

@ Egenskaper: P,(1) = 1 och Legendrepolynomen &r parvis ortogonala:

{(n +1)Prit(€) = (20 + 1)EPA(E) — NPa_1(€)

/1 Pm(§)Pn(§)dé =0 om m#n
—1

'Carl Friedrich Gauss (1777-1855) & Carl Gustav Jacobi (1804-1851)
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Numerisk integration
Gaussisk kvadratur
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Legendre Polynomials Pp(x)

Pn(x)

= Po(x)=1

Pi(x) = x

3x 1

—_—pyyo 1
200 == -3

55 3x

X TP =T

1
-1.0 1.0
sxt 5% 3
= Py(X) = —— - —— 4=
40) = =7 2t
63x°  35x°  15x
_Bx B

e

o For hég noggrannhet kravs att f(x) approximeras val av ett polynom av grad
p < 2n—1iintegrationsintervallet.

o Felanalysen ar mer komplicerad an foér Trapetsformeln och Simpsons formel.
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Numerisk integration
Gaussisk kvadratur
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o | Mathematica:
il |- LegendreP[3, x]
xi = Nsolve[LegendreP[3, x] =0, x]
wi =2/ (D[LegendreP[3, x], x] A2 (1-x"2)) /. xi

1 3
out[-]= — |[-3Xx+5x

2

outl J- {{x > -0.774597}, {x > 0.}, {x > 0.774597}}

outl J- {©.555556, 0.888889, 0.555556}

(nlplil & |
1111 0 2
23| 1| —0.57735027 1
2 | +0.57735027 1
3|5 | 1| —0.77459667 | 0.55555556
2 0 0.88888889
3 | +0.77459667 | 0.55555556

Akademin for Informationsteknologi - ITE MAB8020 Tekniska berékningar Numerisk integrering



Numerisk integration
Gaussisk kvadratur

Exempel 5

Berédkna f02(x5 — x)dx med optimal Gaussisk kvadratur.

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Lésning:

@ Integranden ar ett polynom med grad 5:
Optimal ordning2n —1 =5« n=3.

o Variabelsubst. [ f(x)dx — [, g(€)de : x = 22 + 228 = dx = 232

& ' fa+b b—a)b—a
f(x)d. f d
/a (x)ox /,1 < 2 t& )3 %

9(8)
' (0+2 2-0\2-0 !
[ (552 +625°%) 2300 = [ +of -1+ ence

3
S wiglé) = wig(&1) + weg(&2) + wag(és) = 8.666...

i=1
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