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Numeriska berakningar

Varfér? Man vill matematiskt modellera fysikaliska problem som t.ex.
@ Strémningsmekanik inom bil- och flygindustrin
o Klimat- och vadersimuleringar
@ Molekylberédkningar inom bioteknik och lakemedelsdesign
@ Animationer inom film- och spelindustrin
Modellerna blir snabbt fér komplicerade fér att kunna I6sas analytiski!

Fordelar jamfért med verkliga experiment:
@ Kraver ingen dyr experimentell utrustning
@ Vid utveckling kan prototyputvecklingsfasen minskas
@ Man kan modellera/simulera processer som inte gar att utféra experimentellt

OBS! En fysikalisk/matematisk modell ar alltid en férenklad bild av verkligheten! )
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Numeriska metoder och numerisk analys

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Numerisk metod:

@ En algoritm (= féljd av regler) som l&ser ett kontinuerligt (o&ndligt)
matematiskt problem med ett andligt antal aritmetiska operationer (+, —, -, /)

o Ger en approximativ Idsning

Numerisk analys:

@ Konstruktionen av numeriska metoder genom att ersatta matematikens
oandliga processer med andliga processer

@ Analys av metoderna med avseende pa noggrannhet
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Numeriska metoder och numerisk analys

Numeriska berdkningar ar aldrig exakta: Felanalys ar centralt!

o Fore berakningen:

o Vilken noggrannhet krévs?
o Avvéagning: Berakningstid vs felstorlek
o Valj metod som ger lagom stort fel

o Efter berdkningen:
o Felets storlek: Vilken noggrannhet (antal gallande siffror) har utdata?

Numeriska berékningar/simuleringar:
@ Forenkla problemet (approximera) sa att det kan I6sas med dator
@ Analysera I6sningsmetoden for att bestamma felet i resultatet

Q@ Valj parametrar i I6sningsmetoden for att nd énskad noggrannhet och
berakningstid
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Felkallor vid numeriska berakningar

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 1

Vi vill berékna en integral med hjalp av en tabell med funktionsvarden:
I_/‘ F(x)dx X 0.20 | 0.40 | 0.60 | 0.80 | 1.00
“Jo f(x) | 1.75 | 1.92 | 1.56 | 1.36 | 0.85

Trapetsmetoden: Approximera f(x) styckvis med réta linjer och berékna arean
under linjerna.

9 f()
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xg Ty Ta x

X2
I:/ f(X)dXzA:h<f()2(0) +f(x) + f()2(2))’ h =X —Xi—1
X0

Vilka felkallor finns?
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Felkallor vid numeriska berakningar

Matematiskt Numerisk Ap?roxmatlv
problem metod odsning

Definition 1

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Resultatets olika felkéllor klassificieras enligt féljande:
@ Rx: Feliindata:

o Ryxg: Fel som orsakats av felaktiga funktionsvarden
o Ryxx: Fel som orsakats av andra fel i indata (t.ex. om indata baseras pa en modell)

@ Rg: Avrundningsfel pga andligt, fixt antal siffror
@ Ry: Trunkeringsfel pga att “oandlig process ersatts med andlig”

Totala felets storlek:
|Rrot] < |Rxe| + |Rxx| + |Rs| + |Rr|

Det ar viktigt att kunna uppskatta hur stora felen i en berékning ar!
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Felkallor vid numeriska berakningar N

Exempel 1 (forts)
Resultatet blir

I~A=02 <%+1.92+1.56+1.36+¥) =1228~1.2

Felkallor:
@ Funktionen f(x) approximeras med réata linjer. Detta ger ett trunkeringsfel

|Rr| = |1 — Al

Felet bér bero pa f(x) och pa steglangden h.
o Felaktiga tabellvarden f(xx) ger ett fel Rxe.

@ Funktionsvérdena kan t.ex. vara baserade pa en modell av verkligheten
vilket ger ett fel Rxx

@ Slutavrundning av svaret ger ett fel Rg.
Hur ska vi uppskatta felens storlek?
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Felkallor vid numeriska berakningar

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 2

Lat x* beteckna exakta vardet och x ett ndrmevarde till x*:

o Absolut fel: ea = |Ax| = |x* — X|
o Relativt fel: e, = v, 159 « om inte x* ar kand

<[ x|

@ Om e, < 0.5- 107! s& har x t korrekta decimaler

o Heltalssiffrorna (férutom inledande 0:or) och de korrekta decimalerna ar
signifikanta siffror

| A\

Exempel 2

X' = V2=141421356... ~ x = 1.41
= |Ax| = 0.00421356... < 0.005=0.5-10"2

.. x = 1.41 har 2 korrekta decimaler och 3 signifikanta siffror.
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Felkallor vid numeriska berakningar
Mer om totalt fel

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Antag att
o f*(x™) beskriver ett fenomen exakt (det man vill berékna)

o f ar funktionen som beréknas i datorn och x ar méatvardet
(approximationer till f* resp. x*)

= R = f(x) — F(x") = (f(x) = () + (F"(x) — F(x") = es + ep
@ Berakningsfel eg = Rp + Rr uppstar da datorn evaluerar vardet.
o Datafel ep = Rx uppstar pga fel i matinstrument.

Berakningsalgoritmen paverkar inte datafelet!
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Felfortplantning

Problem: Vi vill berékna f(x™) d& vi endast kdnner ett narmevarde x. Hur skall vi
uppskatta felet
|Af] = [f(x7) = ()| ?

Sats 1 (Medelvardessatsen)

Om f(x) dr deriverbar finns det ett tal ¢ mellan x* och x sddant att

f(x") = f(x) = F()(x" — x) = f'(§)Ax.

Om Ax &r litet &r f'(¢) = f'(x) dvs

|Af) < |F(x)||Ax|  + Maximalfelsuppskattningen

Vi vill berékna f(x) = v/x d& x = 3.05 4 0.01

1 0.01
Af| S|P (x)||Ax| = Ax| < = 0.002862991... < 0.003
A SIFONAX = 5oiax < oo <
=v3.05 = 1.746+0.003
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Felfortplantning

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Resultatet kan generaliseras till flera variabler:

Om f(xy, X2, ..., X») ar deriverbar och om endast ndrmevarden
Xk = X +Axx, k=12 ..x,

ar kénda sa ar Maximalfelsuppskattningen:

of
8115 | 2|1t oo | 5t

Anm: Maximalfelsuppskattningen ger en mycket pessimistisk feluppskattning om
antalet variabler ar stort. Det finns oftast |ampligare séatt att uppskatta felet i
sadana fall.
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Felfortplantning vid aritmetriska operationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Lat x; och x, vara ndrmevdrden till x; och x5 . D& géller:
0 y=x1Etx = |Ay| <|AX| + |AXo|

Ay|

v | S

AX1
Xi

AXo

@ y=xq-X eller ——:>
y 1 X2 y X X

2

v

Exempel 4

Med x; = 101 & 1 och xo = 100 £ 1 far vi:

Yy = x1+x =201, |Ay|<|Axi|+ |Ax|=2=y=201=+2
y = X -x =10100, ’ﬂ‘g Axi| |Ax
y Xq X2
= L L = 0.019901..
= 701 " 100
= |Ay| = 10100-0.019901... =201 = y = 10100 £ 201

*. 1% respektive 2% maximalfel i berdkningsresultatet.
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Kancellation

Vid subtraktion av tva nastan lika stora tal x; och x, uppstar en
noggrannhetsférlust som kallas kancellation.

Exempel 5

Ekvationen x? — 20x 4+ 1 = 0 har rétterna x; » = 10 + 1/99. Antag att vi kdnner
v/99 med 4 korrekta decimaler. Hur noggrant kan rétterna bestdmmas?

x; = 104199 =10+9.9499+0.5-10"* = 19.9499+0.5.10"*
X» = 10—+1/99=10—9.9499+0.5-10"* = 0.0501 +0.5-10~*

.. 6 respektive 3 (!) signifikanta siffror.
Férlangning med konjugatet undviker kancellation:

(10 —v/99)(10 +-v99) 1 _ 1
(10 + /99) 10+499 19.9499+0.5.10-4
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Kancellation o

Exempel 5 (forts)
Vi har

1
19.9499

Regeln for felfortplantning vid division ger relativa felet (e, =
till xo som kommer fran felet i narmevardet till v/99:

o 05-10*
"7 719.9499

= 0.050125564...

|Ay|

T ) i ndrmevardet

=250627...-107% < 0.3-107°

Absoluta felet:

e - |x| <0.3-107°.0.050125564... = 1.50376...- 10~/ < 0.5-107°

= X = 0.050125 +0.5-10~°

6 korrekta decimaler och 5 signifikanta siffror!
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Kancellation

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 6
Vi har
1—cosx (1—cosx)(1+ cosx) sin? x sin X
sin X sin x(1 + cos x) sinx(14+cosx) 1+ cosx

For sma x &r cos x =~ 1 och vi far kancellation i det férsta uttrycket men inte i det
sista. Undvik kancellation genom omskrivning.

Matematiskt ekvivalenta uttryck &r inte alltid numeriskt ekvivalenta! )

Kancellation kan ofta undvikas med Taylorutveckling. F&r sma x &r t ex:

x> x* x> x
1—cosxm1—<1—?+ﬂ>=?—a
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Talrepresentation i datorer

Heltal kan representeras exakt i en dator (om ordlangden racker till).

Hur ska vi representera godtyckliga reella tal?
o Ett reellt tal kan skrivas som ett fyttal (dvs pa exponentiell form):

763.45 = 7.6345.10°

% = 0.1963495408493620... = 1.963495408493620... - 10~

o Ett flyttal kallas normaliserat om det endast finns en siffra (£ 0) framfér
decimalpunkten.

o Talet 7.6345 - 10? har heltalsdelen 7 och brékdelen 0.6345. Detta betyder
(7-10°+6-107"+3-10724+4-1072+5-107%)- 10?

@ Vi har alltsa ett positionssystem med basen 10.
Hur ser datorns flyttalssystem ut?
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Talrepresentation i datorer g

THALMSTAD.

Ett flyttalssystem karakteriseras av parametrar (g, t, L, U), dar 3 &r talsystemets
bas, t ar antalet siffror i brdkdelen, och L och U &r systemets minsta respektive
stdrsta exponent.

Exempel 7

Talsystemet (10, 3, —9, 9) innehaller exempelvis talen

4562 =4.562-10°, 123.7=1.237-10° och 0.006532 =6.532-107°.

Normaliserade flyttal

Varje reellt tal x £ 0 avkortat till t + 1 siffror kan framstéallas i basen 3 pa formen
x==+r-g"

darr = dy.dids...d:, 1 < dh < B, kallas taldelen (eller mantissan) och heltalet N

exponentdelen.

OBS! Talet 0 kan inte skrivas som ett normaliserat flyttal.
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Talrepresentation i datorer
IEEE 754 Binary32 (Enkel precision): (2,23, —126, 127)
| datorn lagras talet som ett ord (32 bitar). Bitarna férdelas enligt
| s(1bit) | e (8bitar) | f (23 bitar) |
o I normalfallet, 1 < e < 254, galler att flyttalet skall tolkas som
x=(=1)5(1.f)p-2°7'¥

@ e = 0 eller e = 255 ger mdjlighet att definiera x = 0, x = +o00, och x = NaN.
@ Systemet kan representera tal mellan approximativt 1074° och 100,

Exempel 8

Hur lagras talet 12.39 i datorn?

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

(12.39)10 = 1.54875 - 23 = (—1)°(1.10001100011110101110000), - 2'3°~"#"

= s=0, e = (130)p = (10000010),, f = (10001100011110101110000),

1o [1[o]lofolollo{t] o] [xfo]ollo{] 1] llol o] ] 1] ol el ] s ool oL}

f

L |
32 bitar
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Talrepresentation i datorer
Maskinepsilon

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Ett normaliserat flyttal med precision p representeras i basen 2 som
x=+r-2Y=(1.fif, .. frq) 2"
Om vi 6kar mantissan r med 1 i den sista biten far vi nasta representerbara tal:
Xossa = (£r+27 0" 0)2N
S X — X = 27PN N Xnasltj(l—x _ 2—(:;,11)2’\’ _ 2—(:—1) P
For ett flyttal x med minsta méjliga mantissa (r = 1.000...) far vi

Xnasta — X = 27(p71)|X| = el|x|

Om x =1 &r 1nssta = 1 + € dvs € &r avstdndet mellan 1 och narmast stérre flyttal.

Definition

Maskinepsilon (¢) &r det minsta positiva talet sddant att 1 +& # 1
flyttalsaritmetik.

¢ anger den storsta relativa skillnaden mellan tv4 intilliggande flyttal och mater
alltsa den relativa noggrannheten i flyttalsrepresentationen.
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Talrepresentation i datorer
Maskinepsilon

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

o |IEEE 754 Binary32 (Enkel precision): e =272* ~ 1.19 x 1077,
o IEEE 754 Binary64 (Dubbel precision): e = 2752 ~ 2.22 x 1076,

Vid numeriska berékningar: Maskinepsilon (&)
@ Bestdmmer den noggrannhetsgrans som berakningarna kan uppna.
@ Orsakar avrundningsfel vid aritmetiska operationer.

o Paverkar stabiliteten hos algoritmer - sarskilt vid subtraktion av nastan lika
stora tal (kancellation).

o Paverkar valet av toleranser i iterativa metoder (t.ex. stoppkriterier).

Anm:

o Flyttal ar alltsa ojamnt férdelade l&angs tallinjen: Nara 0 ligger talen narmare,
langre bort glesare.
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Talrepresentation i datorer
OBS! D& vi lagrar x = 0.1 i flyttalssystemet (2,23, —126, 127) far vi

x = (0.1)10 (0.000110011001100110011001100110011001100...)>
= (1.100110011001100110011001100110011001100...), - 2~*

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Med 23 bitar i brakdelen blir inte x = 0.1 lagrat exakt i datorn.
Vi far ett avrundningsfel:

X" —x| <27%"=745.10"°
Ar det viktigt?

Ett tal som kan lagras exakt i det decimala talsystemet kan inte sékert lagras
exakt i det binara.

Felen & sma men datorer kan géra manga berékningar snabbt.

Anm: Reella tal kan inte alltid representeras exakt i en dator:
V2 =1.4142135623... « irrationellt tal med o&ndligt antal decimaler

o Matematiskt: v/2 - v/2 =2
o ldatorn: v2-v2 #£2
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