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Numerisk derivering

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

En bil fardas mellan tva platser och vi har information om hur langt den kért vid ett
antal tidpunkter &, t, .., t,. Hur ska vi uppskatta bilens fart vidt ex t = t5?

Allmant: Antag att vi kan k&nner ett antal funktionsvarden fér en funktion f(x) vid
X = Xo, X1, ..., X» men vi har ingen information om derivatan f'(x).

Hur ska vi uppskatta f'(x)?

Ay

) ——

sekant

Definition 1

|
tangent !

f/(x) = lim

f(x + h) — f(x)
h—0 h
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Numerisk derivering
Differensapproximationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Om h = x;;1 — X; (ekvidistanta punkter) ar ett (litet) positivt tal gor vi féljande
approximationer:

f(x + h) — f(x)

f(x) = Di(h)= p + Framatdifferens
f(x) ~ Dy(h)= Lh(x_h) + Bakatdifferens
F(x) ~ Do(h)= XEH Q_hf X=h) " centraldifferens
— (0
— Dih)
— Dy(h)
— Dyt
x—‘h )‘( x+‘h
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Numerisk derivering
Differensapproximationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Sats 1 (Taylors formel)

Om f har kontinuerliga derivator av ordning < n+ 1 kring x sa &r

f(x1) = f(x)+F(x)(x —X)+fﬁéx)(m—X)2+f(3;(lx)(x1_x)3+...
f(n( )(X1 x)" + nﬂ)(g)(x —x)™" dér¢ ligger mellan x och x;.

(n+1)!

Med x1 = x £+ h< h= £(x; — x) &r £ mellan x och x &+ h och vi far

£(x) + F (xX)h + ’W(X)h2 000 5 |

f(x + h) 3

fx—h) = f(x)—F(x)h+ %fﬁ 3(|X) W+

Addition av dessa uttryck ger direkt en approximation for f”(x):

f(x + h) — 2f(x) + f(x — h)

' (x) =~ he
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Numerisk derivering g

Exempel 2

Bestdm approximationer for f'(3) och f”(3) med framat-, bakat- och
centraldifferenser och féljande funktionsvarden:

f(x)

x [1]2]3]4]5 .
fx) |1 [3]2]|5]5 s
Resultat: 1 ‘ ’ ’ ’

Df(1) — f(3+11)—f(3) _ 51;2 -3
Db(1) — f(3)—£(3—1) — 2—
Dc(1) _ f(3+1)2—.1f(3—1) _ 5-3 _ 1

o f(3+1)—2f(3)+f(3—-1 5-2.2+3
P ~ MBEN-2MO 1) _5-2243_,

3:_1

Q

f'(3)
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Numerisk derivering
Felet vid differensapproximationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Med Taylorutveckling kan vi uppskatta felet vid framat-, bakat och centraldifferens:

1" (3) (4)
fx+h) = f(x)if’(x)h—i—féx)hzif3(|X)h3+ f 4(|X)h4+~~-
=f(x) = f(fo))—f(x) +O(h) <+ Framatdifferens
f(x) = Lh("_h) +0(h) <« Bakatdifferens
fro = fx+h 2_/7f X=h) | o?) « Centraldifierens
frx) = TXEM =200+ TX=h) 52y Centraldifferens

h2

Vi kan alltsa normalt férvanta oss betydligt hdgre noggrannhet om vi anvander
centraldifferens.
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Numerisk derivering e
Derivering via interpolation

Man kan férstas ocksa ga véagen via polynominterpolation:
Ansatsen p(X) = Co + C1X + C2x® + - - - cax" och villkoren p(x;) = f(x;) ger

ekvationssystemet
1 x X ... X\ [ f(xo)
1 x5 x2 ... X c f(x1)
= S Ac=f
1 X x2 ... X! Cn f(xn)

Foér att bestdmma approximationer till f:s derivator behéver vi bara derivera pn(x).

Anm:
o Ofta anvands px(x) vilket ger fel av O(H?) i derivatan.

@ Derivering med lokal polynominterpolation kréver inte ekvidistanta x-varden
(dvs konstant h) vilket differensapproximationerna gér.

Akademin for Informationsteknologi - ITE MA8020 Tekniska berékningar Numerisk derivering



Numerisk derivering
Derivering via interpolation

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 3

Uppskatta f/(3) och f(3) genom att forst bestdmma ett interpolationspolynom av
grad 2 med hjalp av tabellen:

x |[1]2[3[4]5
fx)| 13255

Ansats p2(x) = ¢y + ¢1x + c2x? och centrering kring x = 3:

1 2 2%\ (& f(2) 3 Co 17
13 2| |e|=[f@)|=(2]<|ca]|=[-11
1 4 42 c f(4) 5 [ 2

= pa(x) = 17 —1ix+2x°

= po(x) = —11+4x=p(3)=1

=pi(x) = 4

OBS! Samma resultat som centraldiff.approx.
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Numerisk derivering
Richardsonextrapolation

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Taylors formel igen:

11 (3) (4)
fx+h) = f(x)if’(x)h+féx)hzif3(!X)h3+f4(!x)h4+--~

= f(X) £ (X)h+ ah’ + ah® + ah* + -
dar a,, as, as, ... beror pa x men inte pa h.

Centraldifferensapproximationen kan nu skriva som:

f(x+ h) —f(x — h)

f'(x) oh +3§3/h2+0(h4) = Fy(h) + bh* + O(h*)
) -

F2(h) + O(H?)

Genom att berékna Fz(h) fér h och 2h och sedan kombinera resultaten kan vi
bestdmma en approximation till f'(x) med mindre trunkeringsfel &n F>(h).

Anm: O(h") + O(h") = O(h") och om k ér ett fixt tal sa ar O((kh)") = O(h") J
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Numerisk derivering
Richardsonextrapolation

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Vi far:
Fan) = OER TN i) ot 1 o(nt)
Faeh) — x+2h) 4_hf(x =20 _ (x) - b2h)? + O(H")
N w = b+ O(h*) = Fa(h) — f'(x) + O(h")
e = HM=F@h) oy Fm 4 ont

3

Processen kan upprepas och Fi(h) och f'(x) kan bestdmmas rekursivt genom

2k=2F 5(h) — Fx_2(2h)

Fi(h) = 2k—2 _ 4

= f'(x) = F(h) + O(h"), k=2,4,86, ... J

Anm: Lewis Richardson (1881-1953) var en engelsk matematiker. )
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Numerisk derivering
Richardsonextrapolation

Exempel 4

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Uppskatta f'(0.5) med hjalp av F2(h) och F4(h), h = 0.1, och funktionsvardena:
X 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9
f(x) | 0.99500 | 0.98007 | 0.95534 | 0.92106 | 0.87758 | 0.82534 | 0.76484 | 0.69671 | 0.62161
_ f(0.5+0.1)—7(05-0.1) 0.82534 —0.92106
F2(0.1) = 501 = iz = —0.47860
Fi04) — 4F2(0.1)—3F2(2~0.1)
_ 1(,f(05+0.1) ~f(0.5-0.1) £(0.5+0.2) — (0.5-0.2)
-3 2-0.1 2.-02
1/ ,0.82534 —0.92106 0.76484 — 0.95534
- 5(4 = - = ) — —0.47938
= f'(0.5) = —0.47860+ O(h®) respektive f(0.5) = —0.47938 + O(h")
Anm: | tabellen ovan &r f(x) = cos x = f'(0.5) = —sin0.5 = —0.47942... )
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