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Viktiga differentialekvationer och deras tillampningar 5
Newtons andra lag

a?x
m iz = F(x,t)

o Beskriver forhallandet mellan kraften F som verkar pa ett objekt och dess
acceleration.

@ m ar objektets massa, x(t) ar dess position vid tiden t och F(x,t) &r den
resulterande kraften som verkar pa objektet.

@ Newtons andra lag &r en grundsten inom klassisk mekanik och anvéands for
att modellera rérelse i manga fysiska system.

Friktionsfritt underlag

F(t) = —ka(t)
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Viktiga differentialekvationer och deras tillampningar

Vérmeledningsekvationen

ou__ (0 u
ot T \ox2  0y?  0z2

@ u(x,y,z,t) artemperaturen i ett material i punkten (x, y, z) vid tiden ¢.
@ Beskriver hur temperaturen férandras éver tid dér « ar den termiska
diffusiviteten som bestdmmer hur snabbt varme sprider sig i materialet.

@ Anvéands for att modellera varmedverféring
i t.ex. byggnader, motorer eller af
naturfenomen som klimatférandringar.
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Viktiga differentialekvationer och deras tillampningar

SIR-modellen (Epidemimodell)

ds _ _psl
dt T ﬁN
d _ pSl_
@ =Bx%—l
dR __

G =

@ Modellen delar in befolkningen i tre fack: S (Mottagliga, Susceptible), /
(Infekterade, Infectious) och R (Immuna/Borttagna, Recovered/Removed).

o S(1),I(t), R(t) ar antalet individer i respektive fack vid tiden t. Modellen antar
att S+ / + R = N (total population, konstant).

o [ ar smittfrekvensen (kontaktfrekvensen - smittorisken). ~ &r

tillfrisknandefrekvensen.

@ dS/dt: Beskriver hur mottagliga individer minskar nar de smittas.
o dl/dt: Beskriver hur infekterade 6kar genom smitta (3S/) och minskar genom

tillfrisknande (v/).
@ Anvands for att modellera och férutsédga

spridningen av epidemiska sjukdomar samt
effekten av vaccinationsprogram och
restriktioner.
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Viktiga differentialekvationer och deras tillampningar o
Logistisk tillvéxt

apP P
E_rP<1—?>

@ Beskriver hur en population P(t) vaxer nér det finns en dvre grans for
tillgangen pa resurser (kapaciteten K).

@ r ar den maximala tillvaxttakten nar P ar liten.

@ Anvéands for att modellera populationstillvaxt i ekosystem, sjukdomsspridning
och marknadsdynamik.
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Viktiga differentialekvationer och deras tillampningar
Schrédingerekvationen
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@ Beskriver hur vagfunktionen ¢(x, t) for ett kvantmekaniskt system férédndras
Over tid.

@ H &r Hamiltonoperatorn som beskriver den totala energin i ett
kvantmekaniskt system och styr hur systemet utvecklas dver tid.

@ Ekvationen &r central inom kvantfysik och anvands for att férklara fenomen
som elektroner i atomer, molekylers interaktioner och for att modellera
kvantdatorer.

Googles kvantdator
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Viktiga differentialekvationer och deras tillampningar
Maxwells ekvationer
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Gauss lag for det elektriska faltet: v.-E="

€0
Gauss lag for det magnetiska faltet: V-B=0
Faradays induktionslag: VxE= —%
Ampeére-Maxwells lag: V x B = pod + uosoﬁ

ot

@ Grundlaggande relationer for elektriska och magnetiska falt.
@ De beskriver hur elektriska falt (E) och magnetiska falt (B) skapas och
férandras Gver tid och rum.

o Ekvationerna anvands i allt fran design av elektriska apparater till radiovagor
och ljus.
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Viktiga differentialekvationer och deras tillampningar
Vagekvationen:
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o Beskriver utbredningen av vagor dér u(x, t) representerar vagens
forskjutning fran jamviktslaget i punkten x vid tiden ¢, och c ar
vaghastigheten.

@ Anvéands inom omraden som ljudvagor, ljusvagor och aven vattenvagor, och
har stor betydelse inom fysik, musik och geovetenskap.
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Viktiga differentialekvationer och deras tillampningar
Bernoullis ekvation:
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d (v p _
o (3 5ro) =0

@ Bernoullis ekvation ar en energibevarandelag fér strommande vatskor dér
tryck p, hastighet v, densitet p, och héjd z beaktas.

@ Anvéands bland annat inom aerodynamik for att forklara luftfléden 6ver t.ex.
flygplansvingar men &ven inom hydralik.

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MA8020 Tekniska berékningar Nagot om begynnelsevardesproblem 9/38



Viktiga differentialekvationer och deras tillampningar o
Navier-Stokes ekvationer

p (% + v-Vv) = -Vp+uViv 4 f
@ Beskriver rorelsen hos viskdsa vatskor och gaser.
@ v &r hastigheten, p &r trycket, p ar viskositeten, och f &r externa krafter.

@ Anvéands for att modellera flédet av vatskor och gaser inom fluidmekanik,
meteorologi och medicinteknik.

o Ar avgérande for att forsta saval strdommar i oceaner som luftfléden och
blodfléde i mé&nniskokroppen.
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Viktiga differentialekvationer och deras tillampningar
Riccati ekvationen
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Y — 400+ px)y + r(0y?

@ En icke-linjar ekvation som férekommer inom optimering och reglerteori.
@ Anvéands for att I6sa problem inom reglerteknik da systemet inte ar linjart.

@ Anvands aven ofta inom ekonomi och robotteknik for att optimera beslut och
systemdynamik.

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MAB8020 Tekniska berékningar Nagot om begynnelsevardesproblem  11/38



Viktiga differentialekvationer och deras tillampningar o
Black-Scholes ekvation

00 4 1o szac+rs@—rc 0

61‘ 08?

@ Modellen ar en partiell differentialekvation som anvands fér att berédkna
optionspriser baserat pa faktorer som aktiekurs, volatilitet, riskfria rédnta och

tidsfaktorer.
@ Den revolutionerade finansvarlden genom att méjliggéra prisséttning av

finansiella derivat.

Nagot om begynnelsevérdesproblem
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Ordinéra differentialekvationer
Terminologi

(*]
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En ordinér differentialekvation (ODE) &r en ekvation som innehéller derivator
av en okand funktion av en variabel.

En ekvation som innehaller derivator av en okand funktion av flera variabler
kallas en partiell differentialekvation (PDE).

Om differentialekvationen inte innehaller hdgre derivator &n n:te derivatan av
den okanda funktionen s& ar den av ordningen n.

En I6sning till en ODE i ett intervall | &r en funktion y = y(x) s&dan att y
uppfyller ekvationen for alla x i /.

Mangden av alla I6sningar till en ODE kallas den allménna |6sningen.

@ En ODE kallas linjar om den kan skrivas som

Y 4 9o )Y 4+ (X)y 4+ 91 (X)Y 4+ go(X)y = h(x) (1)

dvs om den beror linjart pa y och dess derivator.
Den linjara ODE:n (1) kallas homogen om h = 0 annars inhomogen.
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Ordinéra differentialekvationer av 1:a ordningen
Begynnelsevérdesproblem

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

@ En ordinér differentialekvation av 1:a ordningen kan skrivas pa formen

y'(x)=1f(y,x) 2

@ y ar den okanda funktionen och x den oberoende variabeln.
o Vibegrénsar oss till fallet da f : R? — R

@ Inom tillAmpningar (t.ex fysik) ar variabeln ofta tid och d& anvéands
beteckningen x(t) = f(x, t)

Exempel 1 (Fran Envariabelanalys)

y'(x) = f(x,y) = 2xy(x) & y(x) = ce < Allman I8sning

@ Den allménna I6sningen till (2) har en konstant. Antalet konstanter &r alltid
lika med ordningen.
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Ordinéra differentialekvationer av 1:a ordningen
Begynnelsevérdesproblem
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o Ett satt att bestdmma C ar att ange ett begynnelsvarde (BV) (motsvarar
t = 0 om variabeln ar t).

@ Vi far ett sk Begynnelsevardesproblem (BVP):

y'(x) =f(x,y) (ODE)
y(0) =¥ (BV)

(BVP) {

y'(x) =2xy(x) (ODE)

¥(0) = 1 @y ~Y=°

(BVP) {
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Ordinéra differentialekvationer av hégre ordning
Begynnelsevérdesproblem
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o Ett begynnelsevardesproblem av 3:dje ordningen kan skrivas som:

yPx) =f(x,y.y',y")  (ODE)
qvpy | YO0 =a (BV1) .
Y'(x0) =8 (BV2)
y'(x) =~ (BV3)
o Sattervi y; =y, y» = y’ och y3 = y” kan (3) skrivas som:
Yi(x) = ye(x), (ODE1)
Y4(x) = ya(x), (ODE2)
BVP) ys(x) = f(x,y1,¥2,y3),  (ODER)
yi(xo) =« (BV1)
y2(Xo) = B (BV2)
¥3(X0) =~ (BV3)

@ Varje differentialekvation av ordning n > 1 kan skrivas som ett system av n st
differentialekvationer av ordning 1.
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Ordinéra differentialekvationer av 1:a ordningen
Existens av I6sning
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Sats 1 (Cauchys sats)

Om f(x, y) &r kontinuerlig sa existerar en Iésning till y'(x) = f(x, y).

Om f(x, y) &r kontinuerlig i alla punkter (x,y): a< x < b, y € R, ddra, b &r
dndliga och om f satisfierar ett Lipschitzvillkoret

[f(x,y) = f(x,y") < Lly — y|

fora< x < bochallay,y*, sa existerar en entydig I6sning till BVP fér varje
begynnelsevérde y(xo) = Yo , Xo € [a, b].
Konstanten L kallas Lipschitzkonstant.

@ Tyvarr uppfyller de flesta f inte ndgot Lipschitzvillkor.

o Systemet y’ = Ay dar A &r en konstant matris har Lipschitzkonstanten
L= max; Z/’ |a,-,|.
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Ordinéra differentialekvationer av 1:a ordningen
Numeriska metoder
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@ Alla numeriska metoder ger punktvisa approximationer y; ~ y(x;), vilket
kallas numerisk 16sning, i n&got intervall [a, b] som &r diskretiserat:

|
1
Xo=a X1 X2 Xi Xit1 X =Db

H_/
hi = Xip1 — Xi
@ Ofta valjs steglangden h som konstant (ekvidistant mesh) men det &r inte
nédvandigt. y()

@ Avancerade algoritmer valjer h; adaptivt
vid x; beroende pa f(x;, yi).

y'(x) = f(x.y(@))
o Metoderna stegar sig fram med start i xo
och levererar slutligen den numeriska

I6sningen som en f6lid av punkter (x;, y;). (g
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Ordinéra differentialekvationer av 1:a ordningen
Numeriska metoder
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o De flesta stegmetoder ar antingen harledda fran eller kan analyseras med
hjélp av:

Taylors formel

y(x) = y(x0) + ¥ (x0)(x = x0) + y" (% )(X %)* +y®(x )(Xsil)(())3 + -

YA ytmvgy (X =)™ -

T T , €€ [X0,X]

+ ¥ (x
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Ordinéra differentialekvationer av 1:a ordningen
Taylors metod
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Taylorutveckling kan &ven anvandas direkt for att hitta en approximativ [6sning fér
X nara xo.

Exempel 3

Bestédm en approximativ 16sning till ODE:n genom att Taylorutveckla till ordning 3
kring x = 0:

(BVP) {y’(x) =1-3xy(x) (ODE)

y(0)=0 (BV)
y(0)=0
y'(x) =1-3xy(x) = y'(0) =1
y'(x) = =3y(x) - 3xy'(x) = y"(0)=0

yOx) = -8y'(x) - 3y'(x) = 3xy"(x) = y®(0)=-6

/ 7 X2 X3
y(x) = y(0) +y'(0)x +y"(0) 3 + y(s)(O)§ =x—x°
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Ordinéra differentialekvationer av 1:a ordningen
Taylors metod
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Exempel 3 (forts.)

@ Ldsningen "héller” Iangre ut nar vi 6kar ordningen.

o Felet y“’*”(&)% ar svart att analysera eftersom derivatorna y)(x)
bara ar kdnda vid x = xp. Metoden anvands normalt endast for x nara xo.
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Ordinéra differentialekvationer av 1:a ordningen
Explicita och implicita stegmetoder
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@ Explicita metoder:
Beraknar y;,1 endast baserat pa y; (och ev tidigare varden:)

Yisr = Yi+ h-oe(x, i, h)
o Eulers metod
e Heuns metod
o Mittpunktsmetoden
o Runge-Kuttas metod
@ Implicita metoder:
Beréknar y;1 baserat pa y; och ¢, berdknad vid det ok&nda vardet y;,1:

Yisr = Yi+h-¢i(xi, i, h, Yir1)
o Implicit eulermetod
o Implicit trapetsmetod
o Implicit mittpunktsmetod
Ger en ekvation (ofta icke-linjar), dar y;. 4 forekommer pa bada sidor, som
behdver l&sas iterativt i varje tidssteg = Dyrare per tidssteg men metoderna
tillater storre steg.
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Explicita metoder
Eulers metod
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Vi sbker en numerisk 16sning till begynnelsevardesproblemet:
Y'(x)=1(x,y), y(x)=yo (@)
Eulers metod bygger pa taylorutvecklingen trunkerad efter forsta derivatan.
Rekursionsformel:
y(Xis1) = y(xi) + h-y'(xi) = y(xi) + h- £(xi, i)
Metod: y
@ Bestam lamplig steglangd h
Q Startai (x, ¥o)-
© Berakna tangentens riktning
y' = f(x0, o) frén (4). >
Q Ta ett litet steg hi x-led genom att
félja denna riktning dvs

(Xi15Yi:1)

x1=xo+h, y1=yo+h-f(x0, ) : : x

Xi Xiel

@ Upprepa proceduren for i = 2,3, . . . tills 6nskat Xmax ar natt.
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Explicita metoder
Eulers metod: Feluppskattning och konvergens
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Lokalt trunkeringsfel (e.): e. = yir1 — y(xi + h) da yi = y(x).
o Fas genom att jamféra med taylorutvecklingen:

/ / h2 1" 2
e.=y(x)+ hy'(xi) — (y(x,-) +hy'(x;) + R4 (%) + .. > = O(h°)

Taylorutveckling
Globalt trunkeringsfel (eg):
o Totala felet efter N = (b — a)/h steg:

ea~ N-e = O(L . 1) = O(h)
Konvergens: h
@ Konvergent om |eg| — 0 d& h — 0 = mycket sma h kravs for rimlig
noggrannhet.
Stabilitet:
@ En metod ar stabil om en liten stérning i indata (t.ex. avrundningsfel)
resulterar i en liten stérning i I6sningen.
@ Eulers metod ar villkorligt stabil: Stabiliteten beror pa stegléngden h.
@ Instabila I6sningar k&nnetecknas av att y; avviker alltmer fran y(x;), ofta
genom kraftiga (oscillerande) svangningar.
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Explicita metoder
Eulers metod

Exempel 4

Bestam en approximativ |6sning till begynnelsevardesproblemet

(BVP) {y’(x) =1-3xy(x) (ODE)
y(0)=0 (BV)

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

i intervallet [0, 2] med Eulers metod.

04 *
03
0.2

01r

0.5 1.0 15 20
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Explicita metoder
Heuns metod
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Metoden ar en forfining av Eulers metod: v

@ Berékna ett provisoriskt y-varde /T\~
genom att f6lja tangenten vid
startpunkten (x;, yi): P

(Xi15Yi1)
(XixYi)

Vit = yithf(xi, yi) = yi+ki  (Euler)
@ Berékna tangentens riktning vid den i
provisoriska slutpunkten (Xii1, ¥it1): ‘ h ‘ x

Xi Xisl

f(Xis1, Yiv1) = F(xi+h, yit-hf(xi, yi)) = f(xi+h, yit+-ki).

@ Anvand medelvardet av start- och sluttangenten som slutlig riktning.
@ Ta steget h med riktningsmedelvardet for att fa det korrekta y;. 4.
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Explicita metoder
Heuns metod

Rekursionsformeln fér Heuns metod kan nu skrivas med hjalp av
tangenttillskotten ki och kx:

k1 = hf(vayi)

]
w1 =Y+ =(ki + ko), i=0,1,2,... dar
Yist =Y+ 5 (ki + ko) {kg_hf(x,»+h,y;+k1)

ki och k» &r den lokala férandringen i y i de bada punkterna.
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Explicita metoder
Heuns metod

Exempel 5

Bestém aterigen en approximativ 16sning till begynnelsevardesproblemet

EVP) {y’(x) =1-3xy(x) (ODE)
y(0)=0 (BV)

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

i intervallet [0, 2] men med Heuns metod.

04+

021

011
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Explicita metoder
Mittpunktsmetoden

@ En variant av Heuns metod men tar
mittpunkten for det provisoriska
y-vardet:

~ h
Yipy=Yit Ef(x;,y,-)

o Atervander sedan till (x;, y;) och tar
néasta steg langs mittpunktsriktningen:

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

y
//’“
(x,,ynQ
(xi15i01)
W2 ) W2 .
Xi Xivl

Visr = Vit (xi+ 8.9y ) = i+ bf O+ 5, yi+ B, 0)

o Utnyttjar vi tangenttillskottet ki kan rekursionsformeln skrivas som:

y,-+1:y,-+hf(xi+g,y/+k7‘), i=0,1,2,... dar ki = hi(x,y)
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Explicita metoder
Mittpunktsmetoden

Exempel 6

Bestém aterigen en approximativ 16sning till begynnelsevardesproblemet

EVP) {y’(x) =1-3xy(x) (ODE)
y(0)=0 (BV)

HOGSKOLAN
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i intervallet [0, 2] men med Mittpunktsmetoden.

04
03
0.2

0.1
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Explicita metoder
Feluppskattning och konvergens: Heuns metod och Mittounktsmetoden
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@ Heuns metod och Mittpunktsmetoden kan skrivas som:

ki = ht(x;, yi)

Yis1 = Yi+ arks + acke  dér
" ko = hi(x + ah, y; + ki)

@ Genom att jamfora taylorutvecklingarna av yi.1 kring (x;, y;) och y(x) kring x;,
for x = x4, kan konstanterna (a1, az, «, 8) véljas s att skillnaden blir O(h®).

@ Lokalt trunkeringsfel:
eL = O(h)

@ Globalt trunkeringsfel:
ec=0 (% : h3) = O(K?)

o Metoderna &r av andra ordningen (O(h?)) och de &r darmed betydligt
noggrannare &n Eulers metod, som &r av férsta ordningen (O(h)).
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Explicita metoder
Runge-Kuttas metod
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@ Runge-Kutta-metoder (RK) &r en familj av
explicita numeriska metoder.

@ Bygger pa att berakna ett vagt medelvarde
av flera tangentriktningar inom ett tidssteg
(h) for att uppna hég noggrannhet.

@ RK4 ar en forfining av Mittpunktsmetoden

och anvénder fyra tangenttillskott: : - x
| & | Riktning | Betydelse | Vikt (a) |
ki | h-f(xi, ) Tangenten i startpunkten (Euler). %
ke | h-f(xi+ 8,y + ") | Tangenten i halva steget med riktn. fran k. 2
ks | h-f(xi+ B,y + ") | Tangenteni halva steget med riktn. fran kp. 2
ky | h-f(x;+ h,y;+ks) | Tangenten i slutpunkten. 3

@ Rekursionsformel:

Yiv1 = Yi + atki + acke + asks + asks, i=0,1,2,...
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Explicita metoder
Runge-Kuttas metod: Feluppskattning och konvergens
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@ Vikterna (g;) och provpunkter (o, 8, etc.) véljs s& att RK-metodens
taylorutveckling matchar taylorutvecklingen av y(x) kring x; for x = Xi1.

o F6r RK4 matchas koefficienterna upp till och med ordning 4.
@ Lokalt trunkeringsfel:
e = O(hS)

@ Globalt trunkeringsfel:
ec = O(h")

Anm: Eulers metod ar en RK1-metod, Heuns metod och Mittpunktemetoden ar
RK2-metoder. J

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MA8020 Tekniska berékningar Nagot om begynnelsevardesproblem  33/38



Explicita metoder
Runge-Kuttas metod

Exempel 7

Bestém aterigen en approximativ 16sning till begynnelsevardesproblemet

EVP) {y’(x) =1-3xy(x) (ODE)
y(0)=0 (BV)

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

i intervallet [0, 2] men med Runge-Kutta-metoden (RK4).

04
031
021

011
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Implicita metoder

o Explicita metoder utnyttjar framatdifferens som approximation fér derivatan:

) = ¥/ () = P

o Implicita metoder baseras pa bakatdifferens:

f(Xiv1, Yir1) = ¥/ (Xip1) = yl+1h Y

@ Implicit Eulermetod:
Yivr =Yi+ hf(Xl'+17y/'+1))’ = Oa 1727
o Implicit Trapetsmetod:
h :
Yist = Vit 5 (f(xi, yi) + f(Xip1, Yi41)) , 1 = 0,1,2, ...

o Implicit Mittpunktsmetod:

Yit1 :yl+ hf(Xi +2Xi+1 ) Y +2yl+1) ) = 071727"'

Anm: yi++ férekommer pa bada sidor = implicita metoder kréver att en ekvation
I6ses i varje tidssteg. Detta goér dem berakningsmaéssigt dyrare. J
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Implicita metoder iz
Stabilitet

Vi utgar fran féljande ODE (testfall):
Yy =2y, y(0)=1 (5)

@ Den exakta Idsningen y(x) = e till (5) &r
stabil (icke-véxande) d& x — oo < Re (\) < 0.

@ En numerisk metod kallas absolut stabil fér givet z = hA om den numeriska
I6sningen yx till (5) ar begransad nar k — oo.
@ Metodens stabilitetsomrade A ar mangden av alla z = A\ for vilka metoden
ar absolut stabil.
o Metoden kallas A-stabil om dess stabilitetsomrade tacker hela det vanstra
halvplanet:
{zeC:Re(2) <0} CA

For ett stabilt problem (Re(\) < 0) garanterar en A-stabil metod att den
numeriska l6sningen ar stabil oavsett hur stor steglangd h som valjs. J
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HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Implicita metoder
Styva problem
Ett ODE-system kallas for ett styvt problem om det beskriver processer eller
forlopp som utspelas under tidsintervall av mycket olika storleksordning dvs bade
snabbt avklingande (styva) och langsamt féranderliga (icke-styva).
Explicita Metoder:
@ Begransad stabilitetsregion - ej A-stabila.

@ For att undvika numerisk instabilitet maste steglangden (h) anpassas till de
snabba komponenterna i ODE:n.
= Kraver extremt litet h, vilket gor berékningen ineffektiv for de langsamma
komponenterna.

Implicita Metoder:
o Ofta A-stabila.
@ Villkorslos stabilitet for styva problem. Snabba komponenter dampas korrekt.

o Steglangden (h) kan baseras endast pa noggrannhetskravet (de langsamma
komponenterna).

@ Varje steg ar berakningsmassigt dyrare men totala kostnaden mindre.
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Implicita metoder g

Exempel 8

Bestam aterigen en approximativ 16sning till begynnelsevardesproblemet

"(x)=1— DE
(BVP) {y (x)=1-3xy(x) (ODE)
¥(0)=0 (BV)
i intervallet [0, 2] men med implicit eulermetod resp. mittpunktsmetod.

Anm: Explicit Euler ger systematisk éverskattning medan implicit Euler ger
systematisk underskattning fér styva (snabbt avklingande) problem.
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