HOGSKOLAN I HALMSTAD Tentamensskrivning

Akademin for informationsteknologi MAB8020 Tekniska berdkningar 6 hp

Mikael Hindgren, 035-167220 Torsdagen den 15 januari 2026
Skrivtid: 9.00-14.00

Hjdlpmedel: Minirdknare som ldnas ut vid skrivningstillfdllet. Egen minirdknare dr inte
tilldten! Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt och hogst
en uppgift per sida. For att erhdlla full podng pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig motivering
samt ett tydligt angivet svar. Betygsgrinserna dr 15 p for 8 och godkdnd, 20 p for 4 och 25 p for 5.

x

1. Utnyttja métserien 0 for att
(a) bestdmma Newtons interpolationspolynom av grad 2 som interpolerar méatvirdena. (2p)
(b) anpassa en rit linje till punkterna med minstakvadratmetoden. (2p)

2. (a) Visa att ekvationen sinz = 3z — 1 har exakt en rot z* i intervallet [0, 1]. (1p)
(b) Bestam en funktion g(z) sidan att fixpunktsiterationen z,1 = g(x,) konvergerar mot

roten z* i (a) om zo véljs i intervallet [0, 1]. (1p)
(c) Skriv ett program som utnyttjar intervallhalveringsmetoden for att bestdmma ett
niirmevirde till roten z* i (a) med ett fel som &r mindre in 107°. (1p)

3. Berékna integralen

2
/ (2% — x)dx
0
med optimal gausskvadratur. Kvadraturtabellen nedan kan vara anvindbar. (3p)
nlelil & [ w
11 0 2
2|13 ]1]| —0.57735027 1
2 | +0.57735027 1
315 | 1| —0.77459667 | 0.55555556
2 0 0.88888889
3 | +0.77459667 | 0.55555556

4. Bestam approximativt det egenvirde som har minst absolutbelopp samt en motsvarande normerad

egenvektor till matrisen
2 -1
A=
1 -1

med hjilp potensmetoden med en iteration och startvektorn g = (1, —1). (2p)

5. Anviind Jacobis iterationsmetod med startviirdet (®) = (0, 1) for att bestdimma den
approximativa 16sningen (® till ekvationssystemet

4ZC1 — X9 = ].,
Tr1 — 21}2 =—-1.
Motivera dven varfor ®) konvergerar mot den exakta 16sningen till ekvationssystemet

da k — oo. (3p)

6. Funktionen f(z) = 2* —42? har en global minimipunkt i intervallet [1, 00). Anvind Newtons metod
for att bestdmma en approximation till denna punkt. Starta i xp = 1 och gor tva iterationer.
Utnyttja sedan resultatet for att beriikna en approximation till det globala minimivirdet fuin. (2p)

7. Los foljande problem med straffmetod:

min  f(xy,22) = 227 — 23,
st.  x9 =2.

Motivera &ven varfér den valda stationéra punkten ar ett globalt minimum. (5p)

Viand!



8.

10.

Bestdm en approximativ 16sning till begynnelsevéardesproblemet

y'(x) =1—2zy(x)
y(0)=1

genom att taylorutveckla y(z) till och med ordning 3 kring = = 0 och utnyttja sedan taylorpolynomet

for att berdkna ett approximativt virde pa y(0.2).
Studera begynnelseviardesproblemet

y(x) =1-2xy(x),
y(0) = 0.

Bestdm ett approximativt virde pa y(0.2) genom att anvinda:

(a) den explicita eulermetoden med tva steg och steglingden h = 0.1.

(b) den implicita mittpunktsmetoden med ett steg och steglingden h = 0.2.

Approximera l6sningen till randvirdesproblemet

y" () + 2y () + 2y(z) = 8,
y(0) =0, y(1.5) = 2,

i intervallet [0, 1.5] med finita differensmetoden genom att dela in intervallet i tre lika

stora delar.

Lycka till!

(3p)

(2p)
(2p)

(3p)



Losningsforslag
1. (a) Vi bestimmer Newtons interpolationspolynom av grad 2 med hjilp av métserien:

Ansats: pa(z) =co+c1(x —x1) +co(x —x1)(x — 22) = o + c1(z — 0) + ca(x — 0)(z — 1)

pQ(O):CQZ].
= p2(1)260+01=0@01=—1
p2<2):CO+261+262:3<:>02:2

pa(z) =1+ (=1)(z —0) +2(z — 0)(z — 1) = 22> — 32 + 1.

(b) Parametrarna p = ( %) ges av 16sningen till normalekvationerna AT Ap = ATy dér

0 1 1
A=11 1 och y=1 0
2 1 3
Vi far
01 2 01 k 01 2
1 1 1 m 1 1 1
2 1 3
k 1
@p: = 1
m 3
dvs x+1
Vs Yy = -,
Y 3
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2. (a) Sétter vi f(z) = sinz — 3z + 1,0 < = < 1, kan ekvationen skrivas som f(x) = 0. For
x € I =10,1] har vi:

f'(z)=cosz—3<1-3=-2<0 (1)
dvs f(x) ar strangt avtagande i I. Eftersom f(x) dessutom &r kontinuerlig, f(0) =1 > 0 och
f(1)=sinl1-3+1<1-3+4+1=-1<0har f(z) exakt ett nollstélle z* i I.

i 1
(b) Med g(x) = % kan ekvationen skrivas som z = g(x). Fixpunktsiterationen xy41 = g(zx)

konvergerar mot den stkta roten z* om |¢’(x)| < 1 i en omgivning av z* som innehaller z.
For x € [0, 1] har vi:

<-< 1. (2)

Viljer vi t.ex. zg = 0.5 kommer darfor fixpunktsiterationen att konvergera mot x*.
Anm: 1 sjélva verket géller olikheterna (1) och (2) for alla € R dvs f(x) har endast ett
nollstélle och vi kan vilja ett godtyckligt virde pa xg.

(c) Foljande kod utnyttjar intervallhalveringsmetoden och ger en approximation till roten med ett
fel som &r mindre &n € = 1075:



flx 1=Sin[x]-3 x+1;
{a, b}={0, 1);
eps =107 (-6);
diff=1;
While[diff > eps,
c=0.5x(a+b);
If[fla]l*f[c]<®, b=c, a=c];
diff=b-a;
1
Pr-int["Roten x =", 0.5%x(@a+ b)]
3. Integranden f(r) = 23—z ir ett polynom med grad 3 dvs optimal ordning ges av 2n—1 =3 < n = 2.

. . . b 1 a —a —a
Variabelsubstitution: [’ f(z)dz — [, g(§)d¢ : @ = 42 +£552 = do = 2524d¢

b ! a+b b—a\b—a
[ r@an= [ (U5t ) 5 e

g(&)

:/_11f(0;2+§2;0)2;Od§=/_11((1+f)3—(1+§))d§

~ Y wiglé) = wig(ér) + wag(&2)

=1
—1-((1-0.57735027)> — (1 — 0.57735027)) + 1 - (1 + 0.57735027)> — (1 4 0.57735027))
= 2.00...

Anm: Eftersom integranden &r ett polynom av grad 3 och vi anvinder optimal ordning ger metoden
formellt det exakta vérdet 2.

4. Om A &r inverterbar har vi .
Ar =)z & A 'z = Xac

Detta betyder att A och A~! har samma egenvektorer och soker vi det egenvirde A till A som har
minst absolutbelopp kan vi istéllet berdikna det egenvirde till A~! som har stérst absolutbelopp.

Vi har:
. (2 —1) U (1 —1>.
1 -1 1 -2

Om nu \; ér det egenviirde till A~! som har stérst absolutbelopp ger en iteration med potensme-

toden:
1 -1\ (1 2 y
— A g — — 7 ==L -_123
e (1 —2> (—l> <3> T gy~ e
2
== ) (2)-
3
A= 1/ /\gl) = %1 = —1 &r alltsd det egenvéirde till A som har minst absolutbelopp och den

motsvarande normerade egenvektorn & &~ x; = \/%73(2’ 3) =~ (0.55,0.83).

5. Jacobis iterationsmetod:
2 ) = D b — (L + U)z®)

dér koefficientmatrisen A &r uppdelad enligt A = L + D + U med L strikt undertriangulér, D
diagonal och U strikt &vertrianguldr. Vi har alltsa

A:4_17D:4O,L+U:0_1 och b=| ).
1 -2 0 -2 1 0 ~1

L0066
06D E)- - o



dvs (z1,22) =~ (0.38,0.75).
Mathematicas Solve: (z1,22) = (£, 2) ~ (0.43,0.71).

x®) konvergerar mot den sdkta 16sningen eftersom A #r diagonaldominant dvs. diagonalelementen
uppfyller:

n

laii| > Z la;;| for alla i.

J=1,j#i
. Newtons metod: 11 = ) — ]J:’,’((Zi)) Vi bestdmmer forst derivatorna till funktionen:
flx) =a* —42? = f'(2) = 42 — 8z = f"(x) = 122% — 8.
Vi far nu
o
vy =y — ff,/,((xxll)) = % g ~ 1.6.

Vi har alltsa
fumin = f(22) = f(1.6) = —3.6864.

. Vi har likhetsvillkoret g(x1,z2) = 22 — 2 = 0 och bildar straffunktionen

1 1
P(x1,22) = f(21,22) + ~g(21,20)* = 227 — 23 + — (w2 — 2)? dér straffparametern 7 > 0.
T r

Stationédra punkter:

=4z =0
8(L’1 o « 2
s x(r)= (0,
oP 2(zg — 2) 1—r
— = —2xy =0
8.%‘2
Later vi r — 07 far vi den stationdra punkten &* = (0,2). Hessianen:
0?P 0?P
0z? 0x1012 4 0
H(zq,20) = =
(@1,22) P P 0 —2+2
022021 0z3

ar konstant, diagonal och diagonalelementen (egenvéirdena) ar positiva {or r < 1 vilket innebéar att
den ar positivt definit i alla punkter i planet. Detta innebér i sin tur att P &r strikt konvex och «*
dr ett globalt minimum. Vi har alltsa

fmin = f(072) = —4.

Resultatet ér litt att verifiera. Eftersom zo = 2 ér f(x1,72) = 223 — 4 > —4 med likhet endast for
xr1 = 0.

. Taylorutveckling t.0.m. ordning 3 kring x = 0:

22 3

y(@) ~ y(0) +y/(0)a +y" (05 +y2(0) 5.

Vi bestammer de tre forsta derivatorna av y(x) och deras virde f6r z =0 :

y'(x) =1— 2zy(x) y(0)=1-2-0-1=1
Yy’ (x) = =2y(z) — 229/ (x) y'(0)=-2-1-2.-0-1=-2
Y@ (@) = =2y (2) — 2y (x) — 2zy"(z) yP(0)=-2-1-2-1-2-0-(-2) = —4

och far till sist
z? z3 9 2 4
y(m)x1+1-x+(—2)?—|—(—4)§:1—|—x—m ~ 3%

2
= y(0.2) ~1+0.2 —-0.2% — 30'23 ~ 1.155.



9. Vihar f(z,y) =1—2xy, xo = 0 och yo = 0.
(a) Explicit eulermetod:
Tiy1 =z; + h, Yitr = Yi + hf (@i, 1) = yi + h(1 = 22;).
Tva iterationer med h = 0.1 ger

21 =0401=01 1 =0+01(1-2-0-0)=0.1
29 =01401=02 y=01+0.1(1—2-0.1-0.1)) =0.198.

(b) Implicit mittpunktsmetod:

i + @ i 1 Yi Ti + X i T Yi
Tiy1 =T + h, yi+1:yi+hf( i ¥ yH):yH‘h(l—?' .Y y+1)

2 2 2 2

En iteration med h = 0.2 ger

0+02 0
21=0+02=02 y; =0+0.2 (1_2. +2 . “;yl) & y1 ~ 0.196.
0.20 0.20
0.15| 0.15[
0.10| 0.10[
0.05F 0.05
0.65 0]10 0.‘15 0.‘20 0.65 0.‘10 0.‘15 0.‘20
-0.05- -0.05-
10. Intervallet T = [0, 1.5] ska delas in i tre lika stora delar:
(z0,90) (z1,91) (72,92) (z3,93)
L | | |
I T T 1
0.0 0.5 1.0 1.5
%/—/
h=0.5

dir y; = y(x;), i = 1,2, ar finita differenslésningen. Med de givna randvillkoren och centraldiffe-
rensapproximation for derivatorna far vi féljande ekvationssystem:

Yi+1 — 2Yi + Yi-1 Yit1 — Yi
2
h2 + 2h

_— + 2y, = 8x;,1=1,2, o {33/1 —3ys = —2,
Yo =10, y3 = 2.

Yy — 3y2 = 2.

Finita differenslosningen blir:

2.0f

0sf

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4



