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samt ett tydligt angivet svar. Betygsgrianserna dr 15 p for 8 och godkdnd, 20 p for 4 och 25 p for 5.

T 112
1. Utnyttja métserien T3 for att
(a) bestaimma en linjir splinefunktion som interpolerar métvéirdena. (%p)
(b) anpassa en rit linje till punkterna med minstakvadratmetoden. (2p)
2. (a) Visa att ekvationen e~® = 2x har exakt en rot 2* i intervallet [0, 1]. (1p)
nvind Newton-Raphsons metod med startvirdet zo = 0.1 {or att bestdmma
b) Anvind Newton-Raph tod med startvéird 0.1 for att besté

approximationen x, till * genom att gbra tva iterationer “fér hand”. (1p)

(¢) Visa att fixpunktsiterationen xp1 = g(z)) som svarar mot Newton-Raphsons metod
for ekvationen i (a) konvergerar mot z* om xq viljs i intervallet [0, 1]. (1p)

/2
/ sinz dx
0

med Simpsons formel for ett n (antal delintervall) som ger ndrmevérdet minst 3 korrekta
decimaler.

For Simpsons formel &r resttermen R,, = — (1172;)‘;)45 F@ (). (3p)

3. Berdkna ett ndrmevérde till integralen

4. Bestdm det egenvirde som ligger ndrmast 2 samt en motsvarande normerad egenvektor

till matrisen
A 1 -1
-3 0

med hjilp potensmetoden med en iteration och startvektorn &y = (1, —1). (%p)

5. Anviind Jacobis iterationsmetod med startviirdet (®) = (1,0) for att bestdimma den
approximativa 16sningen (® till ekvationssystemet

21’1 + X2 = 37
xr1 —2x9 =1.

Motivera dven varfor ®) konvergerar mot den exakta 16sningen till ekvationssystemet
da k — oc. (5p)

6. Betrakta begynnelsevardesproblemet

y'(x) =z + 3zy(x),
y(0) =1.

Berékna de forsta fem derivator av y och sen ett femtegradspolynom med hjilp av taylorutveckling
T — x0)> T —x0)°
(@)~ ylao) + (@ — o)y (z0) + Ty o) 1+ 0 ).

Slutligen bestdm ett approximativt virde y(%) (3p)

Vind!



10.

Studera begynnelseviardesproblemet

y'(z) =2+ zy(z),
y(l) =1.

(a) Anvind explicita Eulers metoden och ta tva steg med h = 0.1.
(b) Anvénd implicita trapetsmetoden och ta ett steg med h = 0.2.

Bestim extremviirden av funktionen f(z,y) = 22 +y da 22 — y? = 1 genom att anvinda
Lagrangeformulering,.

Betrakta min(z3 + 422 + 2): Anvind Newtons metod, starta i zp = —1 och gor tva
iterationer for att hitta z-virde néra extrempunkten.

Los randvérdesproblemet
y" (x) + 4y’ (z) = 100z
y(0) =1, y(0.6) =2,

i intervallet [0,0.6] med finita differensmetoden. Dela upp intervallet i tre lika bitar.

Lycka till!

(2p)
(2p)

(2p)

(2p)

(4p)



Losningsforslag

1. (a) Ansats:

s(z) = si(@)=co+c(z—0), 0<z<l1
| se(z) =do+di(z—1), 1

IN
8

IN
N

Kontinuitets- och dndpunktsvillkoren pa s(z) ger nu

S
5(1) = 81(1) =co+c = 82(1) =dy = f(l) =-1 = (Co,Cl,do,dl) = (1, -2, —1,4)
S

-1

b) Parametrarna p = ( ¥ ) ges av 16sningen till normalekvationerna AT Ap = ATy dir
m) 8 g

0 1 1
A=11 1 och y=1] -1
2 1 3
Vi far
01 2 01 k 01 2 !
ATAp:ATy<:>< ) 1 1 ( )z( > -1
1 11 m 1 1 1
2 1 3
o Ey (1
P= m )] \o0
dvs y = x.
3 [ ]
2
10
0.5 1.0 1.5 2.0
-1 °

2. (a) Med f(z) = e~® — 2z kan ekvationen skrivas som f(x) =0. Fér z € I = [0, 1] har vi:
fl(x)=—-e"-2<0

dvs f(z) ar strangt avtagande i I. Eftersom f(x) dessutom &r kontinuerlig, f(0) =1 > 0 och
f(1)=e ! =2 <0 har f(z) exakt ett nollstille z* i I.



(b) Iterationsformeln for Newton-Raphsons metod:

e —2x,  1+4mxy
—eT —2 14 2T

Tpgr = xp — f(aR)/f (xp) = 2 — = g(xr)

med zg = 0.1 som startviarde ger efter 2 iterationer:

1 = g(xg) = 0.342643...
x9 = g(x1) = 0.351723...

Mathematicas NSolve: 0.351734...
(c) Fixpunktsiterationen zx+1 = g(zx) konvergerar mot den sokta roten z* om |¢'(z)| < 11 en
omgivning av z* som innehaller xy. Fér € [0, 1] har vi:
1 —2xe®
(14 2e®)?

2¢'—1 2:3—-1 5

< 2.
Sr2e02 S({T122 9°

)l=|

Viljer vi t.ex. g = 0.1 kommer darfor fixpunktsiterationen att konvergera mot x*.

(b—a)®
180n4

3. Felet ges av R,, = — @) dira=0<€e<b= 7 och n (antal delintervall) &r jamnt:
(5)°sing| _ (5)°

0.5-107* & n > 3.210...
180n% | = 180m% < "

7= |

Simpsons formeln f6r ndrmaste stérre jaimna heltal som dr n = 4 ger nu:

/05 sinz dz ~ b?)_na(f(a)+4f($1) +2f(w2) +4f(x3) + f(b))

™ . . . . 3w AN
= 24<sm0+4sm8 + 281111 +4sm§ ~+ sin 2) = 1.00013458...

2
3 / sinz dz = 1.0001 + 0.5 - 1074,
0

Anm: Integralens exakta varde ar 1.
4. Att bestdmma det egenvéirde till A som ligger ndrmast s = 2 &ar ekvivalent med att bestdmma det
egenvirde till matrisen A — sI som har minst absolutbelopp.

Om A ar inverterbar har vi .
Ar =)z o A 'z = Xm

Detta betyder att A och A~ har samma egenvektorer och soker vi det egenvirde A till A som har
minst absolutbelopp kan vi istéllet berdkna det egenvirde till A~! som har stérst absolutbelopp.
Vi kombinerar nu ovanstaende:

Asf(l —1)2<1 0)(—1 —1)@@45[)1(2 —1>.
-3 0 0 1 -3 -2 -3 1

Om A #r det egenviirde till (A—sI)~! som har storst absolutbelopp ger en iteration med potensme-

toden:
_ 2 -1 1 3
3
)\51) =zly, = (1 _1) (4) =7

A 1/,\§1) +s= % +2 = 1—75 ~ 2.14 ar alltsa det egenvirde till A som ligger ndrmast 2 och den

motsvarande normerade egenvektorn & &~ x; = \Zil = £(3,-4) = (0.6, -0.8).

Mathematicas Eigensystem: A = 2.30278, x = (0.608894, —0.793252).




5. Jacobis iterationsmetod:

2kt — D™ Y(b— (L + U):n(k))

dér koefficientmatrisen A &r uppdelad enligt A = L + D + U med L strikt undertriangulér, D
diagonal och U strikt évertrianguldr. Vi har alltsa

1 -2 0 -2 1 0 1

Med startvektorn x(®) = (1,0) far vi
Lo 110 3\ (0 1) (1)) _ [(3/2\ (15
S 2\0 -1 1 1 o/\o)) Vo) Lo
1 0 3 0 1\ (3/2\\ [3/2\ (15
0 -1 1) \1 o/\o)) \1/a) \o2s
dvs (z1,22) = (1.5,0.25).

Mathematicas Solve: (z1,22) = (I, 1) = (1.4,0.2).
x(®) konvergerar mot den sokta losningen eftersom A #r diagonaldominant dvs. diagonalelementen

uppfyller:

n

laii| > Z la;;| for alla i.
J=1,5#i

. Forsta fem derivator av funktionen y och deras vérde for x = 0 ar:

y'(x) =z + 3zy y(0)=04+0=0
y'(x) =14 3y + 3zy/ y'(0)=1+3+0=4
y///(x) =3y + 3y + 3xy” = 6y + 3zy” y///(o) =04+0=0

y W (z) = 6y" + 3y" + 3zy”" =9y" + 3xy" y®(0)=9-44+0 =36
yO)(z) = 9" + 3y + 3zy® = 12y 4 3zy®  yO(0)=04+0=0

Darfor har vi att

1 1 5 6
y(x) = y(0) +2y'(0) + 5552?/'(0) +... 4 gﬁy(") (0)

_ L, L 5 L 4 I 5
=14z 0+2x 4+6x 0+24ﬂc 36+120x 0

3
=1+22%+ §m4.

Slutligen har vi att f(3) ~1+2(1)*+2 (1) =1+ 1+ 3 =3 ~ 1.504.

7. Vi anvénder oss av funktionen f(x,y) =2+ xy och vi har att zo = 1, yo = 1.

(a) For explicita Eulers metoden anvéander vi formler 2,11 = @, + h och yp11 = yn + hf (T, Yn)-
Darfor har vi for h = 0.1 att

2 =1401=11 5 =14+012+1-1)=1+03=13
To=11+401=12 p=13+0.1(2+1.2-13)
= 1.3+ 0.343 = 1.643

|y |y =fay | b
1 1 3 0.3
11| 13 3.43 0.343
1.2 | 1.643

Eller med hjélp av tabellen:



8.

10.

(b) Fér implicita trapetsmetoden anvinder vi formler x,+1 = x,, + h och
Ynt1 = Yo + %h(f(a?n,yn) + f(@p+1,Yn+1)). For h = 0.2 har vi att ;1 =14 0.2 = 1.2 och

y1 = o+ 5h(F(o,w0) + F(z1, 1)

1

y11 + 01(5 + 1.2y1)

15 150
=088~ 88 705

Vi har att f(x,y) = 22 +y och g(z,y) = 2% — y?> — 1. Forst bygger vi en Lagrangefunktion

Sen bestdmmer vi gradienten och har ekvationssystem:

9L =2z + 2z =0 22(14+A) =0
%:1_2)@:0 =<1-2\y=0
g(z,y) =2* —y* —1=0 > —y*—1=0
Forsta ekvationen ger att « = 0 eller A = —1.
Om z = 0 da tredje ekvationen blir —y? — 1 = 0 som saknar l&sningar.
Men om A = —1 da andra ekvationen ger att 1 +2y =0 =y = —% och tredje ekvationen blir d&

22— 1 —1=0som ger att x = 2.

Stationira punkter dr (%, —3) och (—§7 -1
S S

* Med liten analys kan man visa att funktioner har i dessa punkter lokal minimum.
S '(xn)
f"(zn)

Vi bestémmer forst derivator till funktionen f(z) = 2% + 422 + a:

For Newtons metod ska vi anvéinda formeln z,,41 = z,

fl(x) =32> +8x+1, f'(z)=6x+8.
For 2o = —1, f'(zo) = f/(—1) =3 -8+ 1= —4, f"(x0) = f"(~1) = 6+ 8 = 2 och

Forz; =1, f/(1) =34+8+1=12, f’(1) =6+ 8 = 14, alltsa

o222 L o
2= 14 14 77 T
=3 3 2 —
Daf(%)—(%) +4(%) +%:,,._%%0.227.

Lat oss borja med att skissa intervallet I = [0,0.6] fordelat i tre delar, alltsd h = 0.2.

(70, 90) (1,91) (w2, 92) (z3,93)

I | | |
i T T 1

0 0.2 0.4 0.6

I bilden (z;,y;), dar ; och y; = y(x;), ar koordinater av de punkterna som vi har i approximationen
(komma ihag att vi kdnner redan yo = 1 och y3 = 2).
Vi kommer att anviinda centraldifferens generella formler for 3" och 3 :

;_ Yitl — Yi-1 v Yir1 — 2 + Yi1
Y = — on Y = 72 .




I de tva inre punkterna har vi foljande ekvationer:

Y2 — 2y1 + Yo Y2 — Yo
4 =100
h2 R o
Y3 — 2y2 + 1 Y3 — Y1
4 =100
B2 T 2

Vi stoppar in virdena yg = 1, yo.6 = 2 och h = 0.2 och férenklar ekvationerna:

Y2 — 2y +1 4y2*1_

=20
0.04 2.0.2
2—2y2+ 1 2—1
4 =40
0.04 Ty 0.2

Eftersom 0.04 = % och 0.1 = 1—10, sa ekvationer blir

25ys — 5001 + 25 + 10ys — 10 = 20

50 — 50y2 + 25y + 20 — 10y; = 40
~50yy +35y2 =5 [-10p+ Ty2 =1
15y1 — 50y2 =-30 3y1 — 10y2 =—6

Med Cramers regeln har vi att

1
deta=|1" T,
3 —10
-1 1
det Al = 7 = 32,det A2 = 0 = 57,
-6 —10 3 —6

s& 16sningen blir



