HOGSKOLAN I HALMSTAD Tentamensskrivning

Akademin for informationsteknologi MAB8020 Tekniska berdkningar 6 hp
Mikael Hindgren, 035-167220 Onsdagen den 10 januari 2024
Marlena Nowaczyk, 072-5844353 Skrivtid: 9.00-14.00

Hjdlpmedel: Miniriknare som linas ut vid skrivningstillfillet. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv
anonymiseringskod pd varje papper. Skriv ldsligt och hégst en uppgift per sida. Fér att erhdlla full poing pa
ett problem krivs en kortfattad men fullstindig motivering samt ett tydligt angivet svar. Betygsgrinserna
ar 15 p for 8 och godkéind, 20 p fér 4 och 25 p for 5.
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10.

. .. . z |0 1]2]..
Utnyttja matserien for att
y|112|0
(a) bestdmma Newtons interpolationspolynom av grad 2 som interpolerar méatvirdena. (2p)
(b) anpassa en rat linje till punkterna med minstakvadratmetoden. (2p)

2
. Berdkna ett approximativ virde pa integralen / v dr med Simpsons formel fér n = 4 och visa
1

att ndrmevérdet har 4 korrekta decimaler.

.. . .. b—a)®
For Simpsons formel ér resttermen R, = — (180‘:24 FA). (3p)
(a) Visa att ekvationen In(1 + z) = 2z — 1 har exakt en rot * i intervallet [0, 1]. (1p)
(b) Bestam en funktion g(z) sidan att fixpunktsiterationen z,1 = g(x,) konvergerar mot
roten z* i (a) om x( véljs i intervallet [0, 1]. (1p)

(c) Skriv ett program som utnyttjar intervallhalveringsmetoden for att bestimma ett
nirmevirde till roten * i (a) med ett fel som Ar mindre #n 1076. (1p)

Bestdm det egenvirde som har storst absolutbelopp samt en motsvarande normerad

egenvektor till matrisen
2 1
A =
1 -3

med hjilp potensmetoden med en iteration och startvektorn &y = (0,1). (%p)

Anvind Gauss-Seidels iterationsmetod med startvirdet =(®) = 1(1,0) for att bestéimma den
approximativa 16sningen ) till ekvationssystemet

201 +x2 =1,
1 —3332 =1.

Motivera dven varfor (®) konvergerar mot den exakta 16sningen till ekvationssystemet
da k — oc. (5p)

Studera begynnelseviardesproblemet

{y'w = 2y(z) — 3z,

y(0) = 1.
(a) Anvind implicita Eulers metoden och ta ett steg med h = 0.1. (2p)
(b) Anvind Heuns metoden och ta ett steg med h = 0.1. (2p)
(c) Exakt 16sning &r y(z) = 1 (e2® + 62 + 3) . Vilken av de tva metoder ger bittre resultat?
Motivera ditt svar. (1p)

Betrakta f(z) = 23 — 522 4 5z. S6k en extrempunkt genom att anviinda Newtons metod.
Borja i = 1 och gor tva iterationer. (%p)

Bestéim det minsta viirdet av funktionen f(x,y) = 22 4+ y? + 22 dd  + 2y — 2z = 6 genom att
anvinda Lagrangeformulering. (%p)

S6k min(2? + y?) da y = 3 genom att anviinda yttre straffmetod. (2p)

Lo6s randvéirdesproblemet

y(0) =0, y(15)=1
i intervallet [0, 1.5] med finita differensmetoden. Dela upp intervallet i tre bitar. (4p)
Lycka till!

{y”(as) +y'(2) = 4% - 3y(a)



Losningsforslag

1. (a) Vi bestimmer Newtons interpolationspolynom av grad 2 med hjilp av métserien:
Ansats: pa(z) =co+c1(x —x1) +c2(x —x1)(x — 22) = co + c1(z — 0) + ca(x — 0)(z — 1)
D2 (0) = Cy — 1
= p2(1)200+01=2@61=1
p2<2) =co+2c1 +2c0=0&c = —%
3z2 5w
2

+=+1

pafa) =14 (2= 0) Sz~ O)a—1) = — 2 4 >

2.0

0.5

05 1.0 15 2.0

(b) Parametrarna p = (%) ges av 16sningen till normalekvationerna AT Ap = ATy dir

0 1 1
A=11 1 och y=1 2
2 1 0

Vi far

1
dvs y = 5(—1‘ +3).

2.0 []

1.00

0.5

2. Simpsons formeln for n = 4 ger:

2 —a
/1 JEdz ~ b3n (f(a) + Af(x1) + 2f (z2) + 4f (z3) + F(b))

1 5 3 7
=5 (\ﬁ+4\/;+ 2\/;+ 4\/;+ \/§> = 1.218945...

(b—a)®

180n4 15

Eftersom n = 4 och D*(\/z) = ——— far vi
16z2

(2-1)° 15 1 15 4
R,|=|(- — < ——— — =0.0000203451... < 0.5 - 10
[l ‘ < 180 - 44 1663 ) | ~ 180-4416 <

Felet ges av R, = — @ () dir a = 1 < £ < b = 2 och n (antal delintervall) ar jamnt.




3.

dvs vi har sédkert 4 korrekta decimaler.

(a)

2
/ Vrde=1.2189+05-10""
1
Med f(x) =1n(1 + z) — 2z + 1 kan ekvationen skrivas som f(z) = 0. For = € I = [0, 1] har vi:
1
' ——-2<1-2<0
fl@) =17 —2< <

dvs f(z) ar strangt avtagande i I. Eftersom f(x) dessutom &r kontinuerlig, f(0) =1 > 0 och
f)=In2—-241=mIn2-1<lne—1=1—-1=0 har f(x) exakt ett nollstélle z* i I.

Med g(z) = 3(1 4+ In(1 + z)) kan ekvationen skrivas som z = g(z). Fixpunktsiterationen
Zrp+1 = g(zk) konvergerar mot den sokta roten z* om |¢'(z)| < 1 i en omgivning av z* som
innehaller x¢. For x € [0, 1] har vi:

1 1 111
@)= |z <t 1o
9@ ‘2<0+1+x)‘21+0 3 <

Viljer vi t.ex. g = 0.5 kommer darfor fixpunktsiterationen att konvergera mot x*.

Foljande kod utnyttjar intervallhalveringsmetoden och ger en approximation till roten med ett
fel som &r mindre &n € = 1075:

flx_ ]=Log[l+x]-2x+1;

{a, b}={0, 1};

eps = 10" (-6);

diff =1;

While[diff > eps,
c=0.5%(a+b);

If[f[a]*f[c]<0, b=c, a=Cc];
diff =b-a;

1

Print["Roten x =", 0.5x(a+b)]

4. Om \; ar det egenvarde till A som har storst absolutbelopp ger en iteration med potensmetoden:

2 1 0 1 Y,
= Az = = , = — = (0.316228, —0.948683

AV =aly, = (0,1)-(1,-3) = -3

Mathematicas Eigensystem:

A=

—3.19258 med motsvarande normerade egenvektor (—0.189108,0.981956).

Gauss-Seidels iterationsmetod:

e+t = (L + D)"Y (b — Uz®)

dér koefficientmatrisen A &r uppdelad enligt A = L 4+ D + U med L strikt undertriangulédr, D
diagonal och U strikt overtriangulér. Vi har alltsa

Med startvektorn z(®) =

et ) ) o) ()

S0 90 (0)- (o)
e (-6 DR (- (i

) far vi

dvs (z1,22) = (0.58,—0.14).
Mathematicas Solve: (xl,a:Q) (2,-1%) ~ (0.571429, —0.142857).

7

x®) konvergerar mot den sdkta 16sningen eftersom A #r diagonaldominant dvs. diagonalelementen
uppfyller:

n

laii| > Z la;;| for alla i.
=L



6. Vi anvinder oss av funktionen f(z,y) = 2y — 3z och vi har att 29 =0, yo = 1, h = 0.1.

(a) For implicita Eulers metoden anvéinder vi formeln

Y1 =yo + hf(x1, 1),

dér y; ar obekant och yo =1, h = 0.1, xg = 0, 1 = 2o + h = 0+ 0.1 = 0.1. Alltsa har vi
ekvationen

y1 =140.1(2y; —3-0.1)

Yy = 1 + 023/1 — 003

0.8y = 0.97
097 97
Y1708 T 80 o

(b) Forst berdknar vi lutning i begynnelsepunkten, f(zo,y0) = f(0,1)=2-1—-3-0=2=k; och
sen forflyttar vi till ndsta punkten
2p=x0+h=04+0.1=0.1,

Nu beréknar vi lutning i den nya punkten, f(zp,y,) = f(0.1,1.2) =2-1.2—3-0.1 =2.4-0.3 =

2.1 = ko.
2+21
Vidare har vi att &k = k1 _g ka = +2 = 2.05.

Slutligen bestdmmer vi
vi=yo+h-k=1+0.1-2.05=1+0.205 = 1.205.

(c) Eftersom y(0.1) = $(e**1+6-0.1+3) = 1(¢*2+0.6+3) ~ 1.2053507, d& Heuns metoden ger
battre resultat, ty 16sning 1.205 stdmmer upp till tre decimala platser, medan 16sning 1.2125
fran implicit Eulers metoden stdmmer upp till endast tva decimala platser.

f'(i)
f//(l.i)'

Vi bestdmmer forst derivator till funktionen f(z) = 2% — 522 + 5a:

7. For Newtons metod ska vi anvénda formeln z;41 = x; —

f'(x) =32% =10z +5, f"(x) =62 — 10.
Forxg =1, f'(x0) = f'(1) =3-10+5= =2, f"(z9) = f"(1) =6 — 10 = —4 och

-2 1 1
- 1—-——=1—--==
1 ) 272
Féroy =1, f(3)=3-2-10-245=23 f"(3)=6-3 —10=—7, alltsa
12 13 a7
=—-—-==—-4+—=—=0.6071
Tp=g5 - o =5t g = og 0.607
2 7 7\3 172 7\3 31093
Da f(32) = (3%) —5(5) +5(5%) =...= 5% ~ 1.416.

8. Vihar att f(z,y,2) = 2?2 +y*+2? och g(z,y, 2) = 2+2y—2—6. Forst bygger vi en Lagrangefunktion
L($7y727)‘) = f(xa:%Z) +)\g($,y,2’) = 33'2 +y2 +Z2 +)‘($+2y_ z = 6)

Sen bestdmmer vi gradienten och har ekvationssystem:

204+ A=0 A= -2z r=1
2 = = — = =
y+22=0 N A y=y=2zc )Y 2
2z—A=0 A=2z=2=—x z=-1
r+2y—2z—6=0 r+4dr+2x=6 A= -2

Slutligen f(1,2,—1)=1+4+1=6.



9.

10.

Vi har att
f(x,y) = 22 + y? och g(z,y) = y — 3 och vi skapar funktion

P((z,y),r) = f(z,y) + %g(ﬂs, y) g, y) =2 + 9> + %(y -3)%

2z
2y + 1+ -2(y - 3)

octhzOomQx:Oocth—i-%o2(y—3):0.
Viattszochatt2y+%~2(y—3)=0:>y:%—>3dér—>0.
Slutligen fimin(0,3) = 9.

Gradienten ar

Lat oss borja med att skissa intervallet I = [0,1.5] fordelat i tre delar, alltsd h = 0.5.

(0,90) (0.5,40.5) (1,91) (1.5,91.5)

I | | y
r T T 1

0 0.5 1 1.5

I bilden (4,y;), dér y; = y(i), &r koordinater av de punkterna som vi har i approximationen (komma
ihag att vi kiinner redan yo = 0 och y1.5 = 1).
Vi kommer att anvinda centraldifferens generella formler for 3" och 3 :

; Ykl — Yi-1 v Yit1 — 20+ Yo
Yi = o Yy = 12 .

I de tva inre punkterna har vi féljande ekvationer:

—9 -
Yr=2Yos Yo Y1 =Y _y go5 3Y0.5

0.25 1
Y15 —2y1 +Yos | Yis —Yos _
0.25 A e O

Vi stoppar in vérdena yp = 0 och y; 5 = 1:

dy1 —8yos+4-04+y1 —0=1—3yo5
4-1—-8y1 +yos+1—yos=4—3y

—5yo.5 +oy1 =1
3yo.s — dy1 = —1

s 2yo.5 = 0 = yo.5 = 0 och dérfor 5y; =1 =y = L.



