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Hjdlpmedel: Minirdknare som linas ut vid skrivningstillfillet. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv
anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt och hégst en uppgift per sida. For att erhdlla full poing pa
ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig motivering samt ett tydligt angivet svar. Betygsgrinserna
ar 15 p for 8 och godkdnd, 20 p for 4 och 25 p for 5.

10.

z |0

. Utnyttja méatserien 5 for att anpassa en rét linje till punkterna med

y|1]3
minstakvadratmetoden.

Berédkna ett ndrmevarde till integralen

/2
/ cosx dxr
0

med Simpsons formel {or ett n (antal delintervall) som ger ndrmevéirdet minst 3 korrekta

. . . . b—a)®
decimaler. For Simpsons formel éir resttermen R,, = —< Son)4 A (g).

(a) Visa att ekvationen f(z) = e” — 6 = 0 har exakt en rot z* i intervallet [0, 1].

(b) Anvind Newton-Raphsons metod med startvirdet xo = 0.1 for att bestimma
approximationen x, till z* genom att gora tva iterationer “f6r hand”.

(¢) Visa att fixpunktsiterationen xp1 = g(z)) som svarar mot Newton-Raphsons metod
for ekvationen i (a) konvergerar mot z* om xq viljs i intervallet [0, 1].

Anvind Gauss-Seidels iterationsmetod med startvirdet =(®) = 1(1,-1) for att bestimma

den approximativa 16sningen (1) till ekvationssystemet

41 +xz9 =1,
X1 —2.232 =1.

Motivera dven varfor (®) konvergerar mot den exakta 16sningen till ekvationssystemet
da k — oo.

Bestam det egenvirde som ligger ndrmast —2 och en motsvarande normerad egenvektor till

matrisen
2
A= 3
2 -1

med hjilp av skiftad invers potensmetod med en iteration och startvektorn xo = (0, 1).

Studera begynnelseviardesproblemet

y(1) =1.

(a) Anvénd explicita Eulers metoden och ta tva steg med h = 0.1.

{y'@c) = 3y(z) - z,

(b) Anvind implicita trapetsmetoden och ta ett steg med h = 0.2.

Betrakta min(22* 4+ 22 + 3z + 1). Anviind Newtons metod, starta i z = 1 och gér tva
iterationer.

Bestim det minsta viirdet av funktionen f(z,y) = 32% + 2y + y* da 2 + y = 2 genom att
anvinda Lagrangeformulering.

Stk extrempunkt till min(z3 + 5z) d& = > 2 genom att anviinda barriéir straffmetod.

Los randvérdesproblemet
y'(z) — 2/ (z) + 2y(z) = =
y(0) =0, y(6)=2

i intervallet [0, 6] med finita differensmetoden. Dela upp intervallet i tre bitar.
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Losningsforslag

1. Parametrarna p = (* ) ges av 16sningen till normalekvationerna AT Ap = ATy dir

Vi far

1
dvs y = §(sc+3)
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2. Felet ges av R,, = _(180 4)1 @) dira=0<€e<b= % och n (antal delintervall) &r jamnt.
Eftersom D*(cosx) = cosx far vi
(5 — _

R,| = 05-107°% < 3.21062...
[ = 1804005—1804< "=

dvs for n = 4 har vi sékert 3 korrekta decimaler. Simpsons formeln fér n = 4 ger nu:

/0E cosx dr ~ b?)_na(f(a) +4f(xr) +2f(z2) +4f(x3) + f(D))

s s s 3 s
= — 4 —+2 —+4 — — | =1.00013...
24<cos()+ cos8+ cos4+ cos 3 —|—c0s2> 00013

Just

2
/ coszdr = 1.000 £ 0.5 - 1073.
0

Anm: Integralens exakta viirde ar 1.
3. (a) For « € I =[0,1] har vi:
flx)=e*"—6<e'—6<0

dvs f(x) &r stringt avtagande i I. Eftersom f(z) dessutom &r kontinuerlig, f(0) =e > 0 och
f(1) =e! —6 < 0 har f(x) exakt ett nollstélle z* i I.

(b) Iterationsformeln for Newton-Raphsons metod:

phar = 21— Flon)/ ) = S D) g

med zg = 0.1 som startviarde ger efter 2 iterationer:

1 = g(xo) = 0.203205...
2o = g(x1) = 0.204481...

Mathematicas NSolve: 0.20448]1...



4.

6.

(c¢) Fixpunktsiterationen xy11 = g(z)) konvergerar mot den sokta roten x* om |¢'(x)| < 11 en
omgivning av z* som innehaller xy. For x € [0,1] har vi:

e”(e” — 6x) &

(o 6P

e
e —6

/ _ _ _
lg'(x)| = 6 =3 <3 <h

e* ’ et el

<

dér vi utnyttjade att |e” — 62| < |e” — 6| i intervallet. Viljer vi t.ex. 2o = 0.5 kommer dérfor
fixpunktsiterationen att konvergera mot z*.

Gauss-Seidels iterationsmetod:
e* ) = (L + D)"Y(b - Uz™)

dér koefficientmatrisen A &r uppdelad enligt A = L 4+ D + U med L strikt undertrianguldr, D
diagonal och U strikt Gvertrianguldr. Vi har alltsa

A:41,D=4O,L+D:400chb:1.
1 -2 0 -2 1 -2 1

Med startvektorn z(®) = 3(1,-1) far vi

e O (R H S R EA R il

dvs (x1,79) = (0.38, —0.31).
x(®) konvergerar mot den sokta losningen eftersom A #r diagonaldominant dvs. diagonalelementen
uppfyller:

n

|a“~| > Z |(lij| for alla 4.
Jj=1,j#i

).

Mathematicas Solve: (z1,x2) = (5, —

W=

Att bestdmma det egenvirde till A som ligger ndrmast s = —2 &r ekvivalent med att bestdmma det
egenvéarde till matrisen A — sI som har minst absolutbelopp.

Om A ar inverterbar har vi )
Ar =)z < A 'z = Xa}

Detta betyder att A och A~! har samma egenvektorer och séker vi det egenviirde A till A som har
minst absolutbelopp kan vi istéllet beriikna det egenviirde till A~! som har stérst absolutbelopp.
Vi kombinerar nu ovanstaende:

A—sI—<3 2)-(—2)<1 O>—<5 2>@(A—51)1—<1 _2>.
2 -1 0 1 2 1 -2 5

Om \; ér det egenviirde till (A—sI)~! som har stérst absolutbelopp ger en iteration med potensme-

toden:
_ 1 -2 0 —2
-2
A == (0 1) (5>‘5

A~ 1/)\51) + 5= % —2= —% = —1.8 &r alltsa det egenvérde till A som ligger ndrmast —2 och den

motsvarande normerade egenvektorn & ~ x; = \Zil = \/%fg(—Q, 5) ~ (—0.371,0.928).

Mathematicas Eigensystem: A = —1.82843, x = (0.382683, —0.92388).

(a) Vi anvénder oss av funktionen f(z,y) = 3y — x och vi har att g =1, yo =1, h = 0.1.
Forst berdknar vi riktningen i begynnelsepunkten, f(zg,y0) = f(1,1) =3-1—1 =2 och sen
forflyttar vi till ndsta punkten

1 =290+h=1+01=1.1
Y1 =yo +hf(ro, ) =1+01-2=1.2



Nu beréknar vi riktningen i den nya punkten, f(x1,y1) = f(1.1,1.2) =3-1.2 — 1.1 = 2.5 och
forflyttar vi till nasta punkten

ro=x1+h=114+01=12
yo =1 + hf(z1,y1) =1240.1-25=145

R
1| 1| 2|02
11| 1.2 | 25025
1.2 | 145

(b) For implicita trapetsmetoden anvinder vi formeln

f(mOa yO) + f(xlvyl)

Eller med hjélp av tabellen:

Y1 =% +h

2
dér y; ar obekant och yo =1, h =02, 290 =1, 1 = 290+ h = 1+ 0.2 = 1.2. Alltsa har vi
ekvationen 3_143 19
y1=1+0.2 2y1 i
y1 =14+0.1(0.8 +3y1) = y1 = 1.08 + 0.3y1
1.08 108
=07 770
MED)

. For Newtons metod ska vi anviinda formeln x; 1 = z; — Jaenk

Vi bestimmer forst derivator till funktionen f(z) = 22 + 2% + 3z + 1:

fl(x) =82° + 2243, f'(z)=242% +2.
For zg =1, f'(xo) = f'(1) =84+2+3 =13, f"’(x9) = (1) =244 2 = 26 och

Foray =5, f/(3)=8-324+2-3+3=5,f"(3)=24-; +2=38, alltsa
1 5 1
27978y
DA fuin(—3) =2 &+ & +3- (=4 +1=...= 228 ~ 0.641.

. Vi har att f(z,y) = 322 + 2y + y? och g(z,y) = v +y — 2. Forst bygger vi en Lagrangefunktion
L(z,y,A) = f(2,y) + Ag(z,y) = 32° + ay +y* + Mz +y - 2).

Sen bestdmmer vi gradienten och har ekvationssystem:

6r+y+A=0 6z +y+A=0 6r+y+A=0
r+2y+A=0 =<Lbr+y=z+2y =y=>ix
r+y—2=0 r+y—2=0 r+5c—-2=0
. .o _ _5 _ 11
Dirfor x = 3,y = 3 och A = — 5.

1
3
Slutligen f(3,

. Problemet kan skrivas som , alltsa antar vi att

2—x<0
f(x) = 23 + 52 och g(z) = 2 — 2. For barriir straffmetod kommer vi att bygga en funktion
P(x,r) = f(z) — rIn(—g(z)) = 2® + 5z — rIn(z — 2).

Vi soker en stationdr punkt, genom att l6sa ekvationen %—1; =0:

322 +5—r = 0.

T —2
Loser vi ut r(x) :
r= (32> +5)(z — 2)

och nér r — 0, d& = 2, och f(2) = 84+ 10 = 18. Dérfor funktionen f antar det minsta virdet 18 i
det givna omradet da x = 2.



10. Lat oss borja med att skissa intervallet I = [0, 6] fordelat i tre delar, alltsd h = 2.

(ano) (2’92) (47y4) (6>y6)

I Il Il |
T T T 1

0 2 4 6

I bilden (4,y;), dar y; = y(i), ar koordinater av de punkterna som vi har i approximationen (komma
ihag att vi kiinner redan yo = 0 och yg = 2).
Vi kommer att anvinda centraldifferens generella formler f6r 4" och y” :

f_ Yitl — Yi-1 v Yir1 — 2y + Yi1
Y = o Y = 72 .

I de tva inre punkterna har vi féljande ekvationer:

Ya — 2y2 + Yo Ya — Yo
-2 2y9 = 2
2 5.9 2
Yo — 2ys + Y3 Y6 — Y2
—2 2uq = 4.
22 5.g U

Vi stoppar in virdena yg = 0 och ys = 2 och multiplicerar ekvationen med 4:

Ya—2y2 +0—2y4 + 0+ 8y =8
2—=2ys+y2 —4+2yx +8ys =16

6y2—y4=8 - 6y2—y4:8
3y2 + 6y, = 18 Y2 +2ys =6

Losningen blir

[\
(o]

{y2 =22~ 1.69

ys = 2 ~2.15.



