HOGSKOLAN I HALMSTAD Tentamensskrivning

Akademin for informationsteknologi MARS8020 Tekniska berdkningar 6 hp
Mikael Hindgren, 035-167220 Fredagen den 14 januari 2022
Marlena Nowaczyk, 072-5844353 Skrivtid: 9.00-14.00

Hjdlpmedel: Miniriknare. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pd varje papper. Skriv
lasligt och hégst en uppgift per sida. For att erhalla full poing pa ett problem krivs en kortfattad men
fullstindig motivering samt ett tydligt angivet svar. Betygsgrinserna dr 15 p for 8 och godkdind, 20 p for
4 och 25 p for 5.

e z |0 |12,
1. Utnyttja méatserien for att
y|1 2|14
(a) bestdmma Newtons interpolationspolynom av grad 2 som interpolerar méatvirdena. (2p)
(b) anpassa en rét linje till punkterna med minstakvadratmetoden. (2p)
2. (a) Visa att ekvationen e~ = 2z — 1 har exakt en rot z* i intervallet [0, 1]. (1p)
(b) Bestdm en funktion g(z) sidan att fixpunktsiterationen x,, 11 = g(z,) konvergerar mot roten

x* till ekvationen i (a) om zg véljs i intervallet [0, 1]. (1p)
(¢) Skriv ett program som utnyttjar fixpunktsiterationen i (b) fér att bestdmma ett ndrmevirde
till * med ett fel som dr mindre &n 1075. (1p)

1
/ e® dx
0

med Simpsons formel for ett n (antal delintervall) som ger ndrmevirdet minst 3 korrekta decimaler.

3. Berdkna ett ndrmevarde till integralen

Qs . b—a)®
For Simpsons formel &r resttermen R, = — (180‘:34 F@ (). (3p)
4. Bestam det egenvirde som har minst absolutbelopp och en motsvarande normerad egenvektor till
matrisen
3 1
A=
1 2
med hjilp av potensmetoden med tva iterationer och startvektorn o = (1, —1). (3p)

5. Anviind Jacobis iterationsmetod med startvirdet =(®) = (0, %) for att bestdmma den approximativa
16sningen «(? till ekvationssystemet (%p)

3xr1+x2 =1,
T+ 29 = 1.

6. Studera begynnelsevirdesproblemet

{y'(w) =22+ y(2),

y(0) = 2.
(a) Anvind explicita mittpunktsmetoden och ta ett steg med h = 0.2. (2p)
(b) Anvénd Eulers implicita metod och ta ett steg med h = 0.1. (2p)

7. Betrakta f(z) = ® — 522 + 6x. Skriv ett program som utnyttjar Bolzanos metod for att hitta en
lokal maxpunkt i intervallet [0,2]. Visa de tva forsta stegen av Bolzanos metod i det fallet. (3p)

8. Bestdm det minsta viirdet av funktionen f(z,y) = 22 + 3z + 32 da y = 2z genom att anviinda
Lagrangeformulering. (%p)

9. Sok extrempunkt till funktionen f(z,y) = 22? — 2xy + y? genom att anvinda steepest descent
metoden med ddmpade stegfaktorn oy, = 0.1 Borja i punkten (2,3) och visa de tre forsta stegen.

(2p)
10. Los randvérdesproblemet
y'(@) + 2 (z) = @
{ym) =0, y(15)=2
i intervallet [0, 1.5] med finita differensmetoden. Dela upp intervallet i tre bitar. (4p)
Lycka till!



Losningsforslag

1.

2.

(a) Vi bestdimmer Newtons interpolationspolynom av grad 2 med hjilp av métserien:

Ansats: pa(z) =co+c1(x —x1) +c2(x —x1)(x — 22) = co + c1(x — 0) + ca(x — 0)(z — 1)

p2(0)200=2
= p2(1)=00+01:1<:>61:—1
p2(2)260—|—261—|—262:4<=>62:2

pa(2) =2~ (x—0)+2(x — 0)(z — 1) = 22% — 3z + 2.
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(b) Parametrarna p = ( %) ges av 16sningen till normalekvationerna AT Ap = ATy dir

0 1
A=11 1 och y=1]1
2 1
Vi far
01 2 01 k 01 2
1 11 m 1 1 1
2 1
o ko _1(3
P= m | 3\ 4
4
dvs y = —.
Vs Yy x+3
4 °

(a) Med f(z) = e * — 2z + 1 kan ekvationen skrivas som f(z) = 0. For « € I = [0, 1] har vi:
fl(x)=—-e"-2<0

dvs f(x) &r striangt avtagande i I. Eftersom f(z) dessutom &r kontinuerlig, f(0) =2 > 0 och
f(1)=e'—=2+1=1-1<0har f(x) exakt ett nollstille z* i I.

—X

(b) Med g(z) =

konvergerar mot den sokta roten z* om |¢'(x)| < 1 i en omgivning av x* som innehéaller xg.
For z € [0,1] har vi:

kan ekvationen skrivas som = = g(z). Fixpunktsiterationen 11 = g(x,)

, e 111
- = < — = = ]_.
9'(=)] ‘ 3 | T2 S 20 27

Viljer vi t.ex. g = 0.5 kommer darfoér fixpunktsiterationen att konvergera mot x*.




(¢) Foljande program i Mathematica ger en approximation for roten till e™* = 2z — 1 med ett fel
som #r mindre &n e = 1075:

glx ] := (Exp[-x]+1)/2;

epsilon =104+ (-6);

diff =1;

xold =0.5;

While[diff > epsilon,
xnew = g[xold];
diff = Abs[xnew - xold];
xold = xnew;

IH

Print[xnew]

(b—a)

180n*
Eftersom D*(e®) = e far vi

fHé) dira = 0 < € < b =1 och n (antal delintervall) ar jamnt.

3. Felet ges av R, = —

.10-3
1304 e < " <0.5-107° & n > 2.4028...

R, = (1-0)° ; el 3
n = 180nt 180

dvs for n = 4 har vi siikert 3 korrekta decimaler. Simpsons formeln f6r n = 4 ger nu:

/0 o o~ ¥ (fla) + 47 (@1) + 2f (w2) + 4f (z3) + F(B)

= ﬁ(eo 4 4e%2% 4205 1 4075 1 el) = 1.7183...

1
/ e®dr=1.7184+0.5-1073.
0

Anm: Integralens exakta virde dr e — 1 = 1.718281828...

4. Om A ar inverterbar har vi L
Ar =)z o A 'z = XCL‘

Detta betyder att A och A~! har samma egenvektorer och séker vi det egenvirde A till A som har
minst absolutbelopp kan vi istéllet berdkna det egenvirde till A~! som har stérst absolutbelopp.

Vi har:
a= (> Neanl(2 1)
1 2 5\-1 3

Om nu \; ér det egenviirde till A~! som har storst absolutbelopp ger tvé iterationer med potensme-

toden:
_ 12 -1\/[1 1(3 y
= A lgy == == , =JL —1(3 4
Y1 To=5% (-1 3) (—1) 5 (—4> 7 ] a )
12 —-1\1(3 1{2 y
A lg, == - == , =22 — _L (2, -3),
2 1=y (1 3> 5 (4) 5 <3> 27 gl v (2 —9)

@_ 7, _ Ll N1[2)_18
A _$1y2_5(3 4)5(3)‘25'

A= 1/)\§2) = % ~ 1.39 ar alltsd det egenvirde till A som har minst absolutbelopp och den
motsvarande normerade egenvektorn & & xo = \/%(2, —3) ~ (0.55,—-0.83).

Mathematicas EigenSystem: A = 1.38197 med motsvarande normerade egenvektor (0.525731, —0.850651).



5.

6.

7.

Jacobis iterationsmetod:
2kt — D™ Y(b— (L + U):n(k))

dér koefficientmatrisen A &r uppdelad enligt A = L + D + U med L strikt undertriangulér, D
diagonal och U strikt évertrianguldr. Vi har alltsa

A:31,D=303L+U=0100hb:1.
1 2 0 2 1 0 1

Med startvektorn x(®) = (0,1/2) far vi
el ) 0) -6 o) (b)) ()
o 3)\\1 1 0/ \12 1/2
o 1(2 0\ ([t o 1\ [1/6\) [1/6
76 \0 3) W) T\ o) \12) ) T (512

dvs (z1,22) = (0.17,0.42).
1

Mathematicas Solve: (z1,22) = (1, 2).

(=}

(a) Vi anvénder oss av funktionen f(z,y) = 2z + y och vi har att zo =0, yo =2, h = 0.2.
Forst berdknar vi riktningen i begynnelsepunkten som f(zg, y0) = 2:04+2 = 2 och sen forflyttar
vi till mittpunkten enligt formeln

h h
(xo + 5% + 2f’(;v0,y0)> =(040.1,240.1-2) = (0.1,2.2).
I den punkten bestdmmer vi virdet for tangentriktning

f(0.1,2.2) =2-0.1+22=2.4.

Nu tar vi hela steget h = 0.2 fran begynnelsepunkt med tangentriktning fran mittpunkten och
far vi

(z1,91) = (o + h,yo + hf' (z05,905)) = (0+0.2,2 4+ 0.2 - 2.4) = (0.2,2.48).

z |y [y |
2 2 4
Eller med hjélp av tabellen: U 0
0.1 22 | 24048
0.2 | 248

(b) For Eulers implicita metoden anvénder vi formeln

y1=yo + hf(xi,y1)

dér y; ar obekant och yo =2, x1 = x9 +h =04 0.1 = 0.1. Alltsé har vi ekvationen

202
0.9y =202 = 41 = T ~ 224 (351

Vi bérjar med I = [a,b] = [0,2] och mittpunkten ¢ = %(a +b).
Notera forst att vi letar efter en maxpunkt, si anpassar vi villkor s& att:

e om f/(c) > 0 betyder att funktionen dr stigande och maxpunkten maste finnas efter ¢, sa véljer
vi som ett nytt intervall T = [c, b],

e om f'(¢) < 0 betyder att funktionen ar avtagande och maxpunkten méste finnas innan ¢, sa
véljer vi som ett nytt intervall T = [a, ¢].



10.

fix]:=x*-5x*+6x
a=03; b=2;
Do[c=0.5(a+b);
Print[{a, c, b}]; If[f'[c] >0, a=¢c, b=c], 10]
{0, 1., 2}

(@, 8.5, 1.}

(0.5, 0.75, 1.}

{0.75, 0.875, 1.}

(0.75, 0.8125, 0.875}

{0.75, 0.78125, 0.8125}
{0.78125, 0.796875, 0.8125}
{0.78125, 0.789063, 0.796875}
{0.78125, 0.785156, 0.789063}
{0.78125, 0.783203, 0.785156}

Om f(z) = 23 — bz? + 6z, s& f/(x) = 322 — 10z + 6 och de tva forsta stegen ser ut som:

1) I=10,2,c=1, f/(1)=3—-104+6 = —1 < 0, s& valjer vi ett nytt intervall I = [0, 1],

2) I =10,1], ¢ = 0.5, f/(0.5) =3-0.25—-10-0.5+ 6 = 1.75 > 0, s& véljer vi ett nytt intervall
I=105,1].

Vi har att f(x,y) = 22 4+ 3z + y? och g(z,y) = 2z — y. Forst bygger vi en Lagrangefunktion
L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) = 2* + 3z + y* + A2z — y).

Sen bestammer vi gradienten och har ekvationssystem:

20+ 3+2X=0 y =2z z=-0.3
20 —A=0 = A=2y=dx == y=—0.6
2c —y =0 20+3+8x =0 A=-1.2

Slutligen f(—0.3,—0.6) = (—0.3)2 + 3(—0.3) + (—0.6)2 = 0.09 — 0.9 + 0.36 = —0.45.

Om f(z,y) = 22% — 22y + y?, da gradienten ir Vf = (4x — 2y, —2x + 2y). Vi har ocksi att
(2o, 90) = (2,3), ar = 0.1 och formeln for steepest descent metoden ar

(Trt1, k1) = (Tr, Ur) — axVf (21, yx)-
De tre forsta stegen ser ut som:
och (z1,y1) = (2,3) — 0.1(2,2) = (1.8,2.8),

2) Vf(z1,y1) = (7.2—5.6,—3.6 +5.6) = (1.6,2)
och (z2,y2) = (1.8,2.8) — 0.1(1.6,2) = (1.64,2.6),

3) Vf(22,52) = (6.56 — 5.2, —3.28 + 5.2) = (1.36,1.92)
och (z3,y3) = (1.64,2.6) — 0.1(1.36,1.92) = (1.504, 2.408).

Lat oss borja med att skissa intervallet I = [0,1.5] fordelat i tre delar, alltsd h = 0.5.
(0, %0) (0.5,90.5) (L) (1.5,y1.5)

| | | |
[ |

0 0.5 1 1.5

I bilden (4,y;), ddr y; = y(i), ar koordinater av de punkterna som vi har i approximationen (komma
ihag att vi kiinner redan yo = 0 och y;.5 = 2).
Vi kommer att anviinda centraldifferens formler for ¢’ och y” :

r_ Yitl — Yi-1 v Yir1 — 2y + Yi1
Y = — on Y = 12 .



I de tva inre punkterna har vi foljande ekvationer:

_9 _
Y1 Yo.5 + Yo oY1 y0:0.5

0.25 1
Yis5 =201 +Yos | Y15 —Yos5
0.25 L =t

Vi stoppar in virdena yg = 0 och y;.5 = 2 och har:

4y1 - 8y0,5 + 0+ 2y1 —0=0.5 — 6y1 — 8y0,5 =0.5
8 — 8y1 + 4y0.5 =+ 4 — 2],/0_5 =1 —8y1 —+ 2y0.5 =—-11

Losningen blir

{yo.s = % ~ 1.67
2



