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Hjdlpmedel: Miniriknare. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pd varje papper. Skriv
lasligt och hégst en uppgift per sida. For att erhdlla full poing pé ett problem krdvs en kortfattad men
fullstindig motivering samt ett tydligt angivet svar. Betygsgranserna dr 15 p for 8 och godkdind, 20 p for
4 och 25 p for 5.

1. (a) Visa att ekvationen In(1 + z) = 1 — x har exakt en rot z* i intervallet [0, 1]. (1p)

(b) Anvind Newton-Raphsons metod med startvirdet zo = 0.5 for att bestimma approximationen

2o till z* genom att gora tva iterationer “for hand”. (1p)

(c) Skriv ett program som utnyttjar sekantmetoden for att bestdmma ett narmevérde till 2* med

ett fel som dr mindre &n 1075. (1p)
z|0]1]2

2. Utnyttja métserien for att

y|1|2|4

(a) bestdmma en linjér splinefunktion som interpolerar matvirdena. (2p)

(b) anpassa en réat linje till punkterna med minstakvadratmetoden. (2p)

3. Berdkna ett approximativ virde pa integralen

1
/ e dg
0

med Simpsons formel fér n = 4 och visa att ndrmevardet har 3 korrekta decimaler.

For Simpsons formel &r resttermen R, = — (&;)':L)f F@ (). (3p)

4. Anvind Jacobis iterationsmetod med startvirdet z(®) = (0.5,0) for att bestimma den approxima-
tiva 16sningen x(?) till ekvationssystemet (3p)

21‘1 — Xy = 17
1 +3x2 =0.
5. Bestdm det egenvirde som har storst absolutbelopp och motsvarande egenvektor till matrisen
2 1
A =
1 4
med hjalp av potensmetoden med tva iterationer och startvektorn o = (0, 1). (5p)

6. Betrakta min(z* — 22 — ). Anviind Newtons metod, starta i # = 1 och gor tva iterationer.  (2p)

(2

7. Sok extrempunkt till {mcmZ(:rl +2) genom att anvinda Lagrangeformulering. (3p)
a 2x1 = T2
. 3 2

8. S6k extrempunkt till {;111(91;—5 z) genom att anvinda inre straffmetod. (3p)
a x>

9. Studera begynnelsevardesproblemet

y'(z) =1+zy(z) +z (ODE),
y(1) =2 (BV).

Anvand implicit Euler och ta ett steg med h = 0.1. (2p)

10. Los randvirdesproblemet

y(O) =0, y<3) =1,

i intervallet [0, 3] med hjilp av finita differensmetoden. Dela in intervallet i tre bitar (d.v.s. anvind
tva obekanta). (4p)

Lycka till!

{y”(x) —2y(z) = a?,
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Losningsforslag

1. (a) Med f(z) =In(1 4 x) + = — 1 kan ekvationen skrivas som f(z) = 0. Fér € I = [0,1] har vi:

3
1> 112359
tlz g 7g”

F@) =

dvs f(x) ar stringt vixande i I. Eftersom f(z) dessutom &r kontinuerlig, f(0) = —1 < 0 och
f(1) =1n2 > 0 har f(x) exakt ett nollstélle z* i I.

(b) Tterationsformeln for Newton-Raphsons metod:

Pt = — ) o) = DR IROED)

med zy = 0.5 som startviirde ger efter 2 iterationer:

29 = g(x1) = 0.5571455...

Mathematicas NSolve: 0.557146.

(c) Iterationsformeln for Sekantmetoden:

Tk — Tk—1

Tent = 3= Fon) g e T

Foljande program i Mathematica ger en approximation for roten till In(1+z) = 1 — 2 med ett
fel som dr mindre &n e = 1076:

Remove["Global™ «"]

flx ] :=Log[l+x]+x-1;

epsilon = 10. 7 (-6);

diff =1;

xold = 0.4;

xolder = 0.5;

While[diff > epsilon,
xnew = xold - f[xold] » (xold - xolder) / (f[xold] - f[xolder]);
diff = Abs[xnew - xold];
Print[{xnew, diff}];
xolder = xold;

xold = xnew;

]

2. (a) Ansats:

IN
8

IN
N

s(z) = si(z)=co+ci(x—0), 0<z<1
| se(x) =do+di(z—1), 1

Kontinuitets- och &ndpunktsvillkoren pé s(z) ger nu

5(0) = 51(0) =co = f(0) =1
3(1) = 81(1) =co+c = 82(1) =dy = f(l) =2 = (Co7cl7d0,d1) = (1, 1,2,2)
5(2) = 52(2) = do + dy = f(2) = 4

dvs

142z, 0<2<1
s(z) =
2x, 1<z<2
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b) Parametrarna p = ( ¥ ) ges av 16sningen till normalekvationerna AT Ap = ATy dir
m) 8 g

1
och y=1 2
4

1 2
ATAp:ATy@ 0 (

0
1
2
o 1
p_m 6

N = O
—_ =

Vi far

— =

3 )
d =—-z+—.
vsy =% 5

3. Med Simpsons formeln fér n = 4 far vi:

/o e i~ U (f(a) + 47 (@) + 21 (22) + 4f 23) + ()

=13 — (" + 4705 427 F4e7 15 4 e7?) = 0.4324781...
(b_ a)5 4 = 4(,.—2 2 pe .
Felet ges av R,, = — 180, f2(€) dir a =0 < ¢ < b= 1. Eftersom D*(e™**) = 16e~** far vi
n
|Ry| = L g2 0 0.0003472221... < 05107
180 - 44 - 180 44 ' ) '

1
/ e 2 dr =0.432+0.5-1073
0

dvs vi har 3 korrekta decimaler.
Anm: Integralens exakta vérde &r %(1 —e72) = 0.4323323584...

4. Jacobis iterationsmetod:
2 ) = D b — (L + U)z®)

dér koefficientmatrisen A &ar uppdelad enligt A = L + D + U med L strikt undertrianguldr, D
diagonal och U strikt Gvertrianguldr. Vi har alltsa

A:Q_l,D:207L+U:O_1 och b— |1
1 3 0 3 1 0 0



Med startvektorn «(®) = (1/2,0) far vi
w13 0\ (1 0o -1\ (1/2\) [ 172
7600 2) o) T\t o) Lo )) T\ t1ge
@ L3 0\ ((1\ (o -1\ [12)) _(5/12
760 2/ \\o 1 0/ \-16) ) \-1/6
dvs (21, 22) = (0.416667, —0.166667).

Mathematicas NSolve: (x1,x2) = (0.428571, —0.142857)

. Om A ar det egenvéirde till A som har storst absolutbelopp ger tva iterationer med potensmetoden:

2 1\ (0 1 Y
— Axo = - , = 2L — (0.242536,0.970143

A =2y, = (0,1)- (1,4) =4

2 1\ [0.242536 1.45521
y, = Azy = = @y = 22 = (0.33282,0.94299),
1 4) \0.970143 412311 ||

AP = 2Ty, = (0.242536,0.970143) - (1.45521,4.12311) = 4.35294.

Mathematicas EigenSystem: A\; = 4.41421 med motsvarande normerade egenvektor (0.382683,0.92388).
Betrakta min(x“ -x? - x). Anvand Newtons metod, starta i x = 1 och gor tva iterationer. (2p)
Losningsforslag: Forst en plot.

frx 7 i=x*-x2-x
Plot[f[x], {x, -1, 1.5}, PlotStyle - Orange, PlotRange -» All, AxeslLabel = {x, y}]

Sedan lite derivatagodis.

frix
{froa, £, ——ok) 7/ simplify
frrixg
—4x+2x+1
4 -2x-112x*-2, ————MM—
{ 2-12x° }

Nu &r det antligen dax for tva iterationer med Newtons metod, sid 51, kap 9.2.4. BGrjaix = 1.

f'i#]
f!l[ﬁ]

{X, 'F[x]}/.x-»NestL‘ist[n— &, 1.0, 2]

1. 09  0.884974
[—1. -1.0539 —1.054?3]

Utom tavlan.

NMinimize[f[x], x]

(—1.05478, {x — 0.884646))



min(x; +x,)

genom att anvanda Lagrangeformulering. (3p)
da2x; =x;

7. * SOk extrempunkt till {

Losningsforslag: Forst Lagrangefunktionen, sid 55, kap 10.2.1, L(x, A) = f(x) + 22, Aigi(x).
faxlexajg=2x-X;L=Fs+ag

AR2x -Xx)+X +x5

SedanV,,L(x, A)=0.

ekv = D[L: {{X1, X2, A}}] =

2A4+2x,1-2,2x—-x}=0

Linjart ekvationssystem, loses latt for hand. Slutligen extrempunkt och extremvarde.

Solve[ekv]
fr.%

ffA=1,x --1, x> -2}}
-1
Utom tavlan.

Minimize[{f, g= 0}, {X1, X2}]

L{n--12%->-2}
min(x® +2x)

genom att anvanda inre straffmetod. (3p)

8. * SOk extrempunkt till {
daxz2

Losningsforslag: Forstinre straffunktion vid olikhetsbivillkor, sid 60, kap 10.2.3. Valj exempelvis

P=x*+2x-r (2-x)"' (x r«Log[-(2-x)] gar lika bra, ndstan battre... &)

T
——— +x42x
2—-x

Sedan stationar punktv,P=0.

dP = D[P, X] =
r
(2 -x)?

+3x¥%+2=0

Los ut r(x), sedan ar det bara att (odramatiskt) ga i grans r - 0 och l6sa ut x.
rAvx = Solve[dP, r]

{{r—x-27(3x*+2)}}

Solve[r = @ /. rAvx, x, Reals]
Hx— 2}, {x— 2}

Ok, slutligen utom tavlan.
Minimize [{x®+2x, x> 2}, x]

{12, {x = 2}}



9.

10.

y'(x)=1+xy(x)+x (ODE)

. Anvand implicit Euler och ta ett steg med h = 0.1. (2p)
y1)=2 (BV)

* Studera (BVP){

Losningsforslag: Implicit Eulers metod, sid 72, kap 11.4, y;,1 = Vi + hf(X;,1, Vi), 1=0, 1, 2, ... Vifar
h=0.1; Xg =13 Y = 23 X3 = Xg + h}

Vi=VYo+h (1+Xy1+X5)
Solve[%]

n=0l1lly+21)+2

{in - 2.48315}}

Jfr med Mathematica

DSolve[{y '[X] =1+ XVY[X] +X, Y[1] =2}, Y[X], {X, 1, 2}]
%/ XX

2 2 .
{{_lf(x) - \/g ez erf[%] - \/g erf[%]f? + 31’%{“2_” - l}}

[{y(L.1) - 2.43766}}

Finita differensapproximationen till differentialekvationen blir:

Yirr — 20+ A2y + i1 2

h2 i

vilket i intervallet [0,3] for n = 3 (dvs h = 1,7 = 1,2), yo = y(0) = 0 och y3 = y(3) = 1 ger
ekvationssystemet
—4y1 —|— yg = 1
vo— 4y = 3
som har l6sningen y; = y(1) = —0.466667 och y2 = y(2) = —0.866667.

Korrekta funktionsvirden med Mathematicas DSolve (bla kurvan):
y(1) = —0.545099, y(2) = —1.01828.
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