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Hjdlpmedel: Miniriknare. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv namn pé varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhdlla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna ar 15 p fér 8 och
godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.

o |02
1. Utnyttja métserien for att
y| 1|14
(a) bestamma Newtons interpolationspolynom av grad 2. (%p)
(b) anpassa en rit linje till punkterna med minstakvadratmetoden. (%p)
2. (a) Visa att ekvationen e®” = 6z — 1 har exakt en rot * i intervallet [0, 1]. (1p)
(b) Bestam en funktion g(x) saddan att fixpunktsiterationen z,41 = g(z,) konvergerar mot roten

x* 1 (a) om x véljs i intervallet [0, 1]. (1p)
(¢) Skriv ett program som utnyttjar fixpunktsiterationen i (b) och berdknar ett ndrmevérde till
roten z* i (a) med ett fel som &r mindre &n 1075. (1p)

3. Berdkna ett approximativ virde pa integralen

1
/ ze® dx
0

med Simpsons formel for n = 4 och visa att ndrmevérdet har 3 korrekta decimaler.

For Simpsons formel &r resttermen R, = — (1175;&)45 F@ (). (3p)

4. Bestam det egenvirde som har minst absolutbelopp och motsvarande egenvektor till

1 1
A =
2 1
med hjalp av potensmetoden med tva iterationer och startvektorn o = (1, —1). (3p)

5. Anvénd Jacobis iterationsmetod med startvirdet @y = (0.5, 0) for att bestdmma den approximativa

losningen @ till ekvationssystemet (3p)
xr1 — T2 = 17
xr1 + 21’2 = 2.
6. Betrakta min e®” — 2z. Anvéind Newtons metod, starta i x = 0 och gor tva iterationer. (2p)
. . min z% + 23 + x2 .. .
7. S6k extrempunkt till ¢ 5 genom att anvinda Lagrangeformulering. (5p)
a 2r1 = —I2
i 2
min z* 4 2z
8. S6k extrempunkt till {d° N ;— genom att anvinda inre straffmetod. (3p)
a x>

9. Studera begynnelsevardesproblemet

Y (z) =1+y(z) —z (ODE),
y(1)=2 (BV).

Anvand implicit Euler och ta ett steg med h = 0.1. (2p)

10. Los randvirdesproblemet

y' (@) + 4y (z) = 2%,
y(O) =1, y(075) =2,

i intervallet [0,0.75] med hjélp av finita differensmetoden. Dela in intervallet i tre bitar (d.v.s.
anvand tva obekanta). (4p)

Lycka till!
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Losningsforslag
1. (a) Vi bestdmmer Newtons interpolationspolynom av grad 2 med hjilp av métserien:

Ansats: pa(z) =co+c1(x —x1) + c2(x —x1)(x — 22) = ¢o + c1(z — 0) + ca(x — 0)(z — 1)

p2(0) =cyp=1
= p2(1):CO+C1:1<:>01:()
p2(2):00+201+202:4¢>02:%

paa) =14 S -0 —1) =0~y

N
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b) Parametrarna p = ( ¥ ) ges av 16sningen till normalekvationerna AT Ap = ATy dir
m) 8 g

0 1
A=11 1 och y=11
2 1
Vi far
0 1 2 01 k 0 1 2
1 1 1 m 1 1 1
2 1
e [ FY_1(3
P=1 ) 21
3r+1
d = )
Sy 5

2. (a) Med f(z) = e — 6z + 1 far vi for z € I = [0, 1]:
Fllz)=2xe" —6<2-1-e'—6<2-3—6=0

dvs f(x) ar strangt avtagande i I. Eftersom f(z) dessutom &r kontinuerlig, f(0) =2 > 0 och
f(1)=e! —6 <3 —6 <0 har f(x) exakt ett nollstlle i I.



2
6Z

(b) Med g(z) =

konvergerar mot den stkta roten z* om |¢'(z)| < 11 en omgivning av z* som innehaller x.
For x € [0, 1] har vi:

kan ekvationen skrivas som x = g(z). Fixpunktsiterationen x, 1 = g(z,)

2
xe”

&
@l =< g <1

Viljer vi t.ex. g = 0.5 kommer darfoér fixpunktsiterationen att konvergera mot x*.

(¢) Foljande program i Mathematica ger en approximation for roten till e = 62 — 1 med ett fel
som dr mindre dn € = 1076:

Remove ["Global "]

glx_1 = (Exp[x"2] +1) /6,

epsilon =10* (-6);

diff =1;

xold = 0.5}

While[diff > epsilon,
xnew = g[xold];
diff = Abs[xnew - xold];
xold = xnew;
13

Print["Sdkta roten: ", xnew]

3. Med Simpsons formeln fér n = 4 far vi:

/0 ze® dr =~ b;#(f(a) +4f(x1) +2f(x2) +4f(x3) + f(b))

1
=330 440252 +2.05-€%° +4-0.75- 7 + ') = 1.000169047...
(b — a)s 4 o 4 o .
Felet ges av R, = — 1804 F4(€) dir a < ¢ < b. Eftersom D*(ze®) = e*(x + 4) far vi
n

1 1 1
R.l = 3 1 — -3
’ 4’_’180'446 (§+4)’§’18044€ (1+4)’< 180'44.3.5_0.0003255-“<0.5.10 .

1
‘. / xe®dr = 1.000+0.5-1073
0

dvs vi har 3 korrekta decimaler.
Anm: Integralens exakta vérde ar 1.

4. Om A &r inverterbar har vi 1
Ar =)z o A 'z = X:c

Detta betyder att A och A~! har samma egenvektorer och soker vi det egenvirde A till A som har
minst absolutbelopp kan vi istéllet berdkna det egenvirde till A~! som har stérst absolutbelopp.

Vi har:
11 —
A= s A = L)
2 1 2 -1
Om nu \; ér det egenviirde till A~! som har storst absolutbelopp ger tvé iterationer med potensme-
toden:
-1 1 1 -2 Yy
— A_l = = s = L =L _273
-2
AN =afy = (1 1) ( ) -
3
_ -1 1 1 -2 1 5 Y
:Alw: R _ , m:i:#5777,
Y2 ! (2 —1)@(3) \/ﬁ<—7> 2=y~ VA>Tl

| 1 (5 31
A — Ty, = — (2 —3) — -
1 =Y \/13( )\/13 _7 13

Ax1/ )\?) = —% = —0.419355 ar alltsa det egenviirde till A som har minst absolutbelopp och den

motsvarande normerade egenvektorn x & xs = ﬁ(S, —7) = (0.581238, —0.813733).



5. Jacobis iterationsmetod:
2kt — D™ Y(b— (L + U):c(k))

dér koefficientmatrisen A &r uppdelad enligt A = L + D + U med L strikt undertriangulér, D
diagonal och U strikt évertrianguldr. Vi har alltsa

T ) S G S CE R ) R

T e
<=3 D) (C 86 3) ()~ ()

6. Betrakta mine” - 2x. Anvind Newtons metod, starta i x = 0 och gor tva iterationer. (2p)

Lésningsforslag: Forst en plot.

flx ] := e’ -2 x

Plot[f[x], {x, 8, 2}, Plot5tyle - Orange, PlotRange - All, AxeslLabel = {x, y}]
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Sedan lite derivatagodis.

f'[x]
f17[x]

{froa, from, } 71 simplity

{—2+EK,EX, 1-2e x}

Nu ar det dntligen dax for tva iterationer med Newton. Bérjaix=0.
f1[#]
0 [#]

NestList[#— &, 0.0, 2]
{@., 1., 8.735759)

Utom tavlan.

NMinimize [f[x], x]

{0.613706, (x - 0.693147})



minx§+x§+

X2 genom att anvanda Lagrangeformulering. (3p)
da2x; =-x;

7. Sok extrempunkt till {

Lésningsférslag: Forst Lagrangefunktionen L{x, A) = f{x) + Z/T; A;g;(x).
f:xf\tx%\txz; g=2x +¥3;L=Fs+ag

X% + X3 +X% +A(2 X] + X7

Sedan ¥, L(x, A)=0.

ekv =D[L, {{x1, %3, A}}] =

12A+2%1,1+A+2%3, 2X] +X2] ==

Linjart ekvationssystem, loses latt for hand. Slutligen extrempunkt och extremvarde.

Solve [ekv]
fr.%
1 1 2
fogonogomay)
1-
[_Z
L 5}

Utom tavlan.

Minimize[{f, g==0}, {x1, %2}]
[ 1 1 24

{5 Pa-gm--l

min x2+2x

Sok extrempunkt till { . genom att anvanda inre straffmetod. (3p)

Lasningsforslag: Forst inre straffunktion vid olikhetsbivillkor. Valj exempelvis

P=x?s2x-r(3-x)7% (» r+Log[-(3-x gar lika bra, nastan bdttre... «

+2X+XZ
3-x

Sedan stationar punkt v,P=0.
dP=D[P, x] =0
r

2-——— +2x%x=0
(3-x)2

Los ut r(x), sedan ar det bara att (odramatiskt) ga i grans r - 0 och |3sa ut x.
rAvx = Solve[dP, r]

r=2(-3:x7 1+x)}}

Solve[r =@ /. rAvx]

{{x=-1}, {(x=3}, {x=3}}

Enligt bivillkoren duger bara x = 3. Slutligen utom tavlan.

Minimize [{x*+2x, x 2 3}, x|

{15, {x=3}}



¥ {x)=1+yx)-x (ODE)

Y1) =2 (BY) . Anvand implicit Euler och ta ett stegmed h=0.1. (2p)

9. Studera{BVP){

Lasningsforslag: Implicit Euler ;.3 = y; + hf(xi,1, V1), 1=0,1, 2, ... Vifar
h:ﬁ‘.l; ¥g =15 yg =25 % :X@-I-h;

y1=Yyp+h (1+y1 -%1)
Solve [%]

Y1 == 2+08.1 If—@.l+yl}

{{y] »2.21111}}

Jfr med Mathematica

DSolve[{y"[x] == 1+y[x] -x, y[1] == 2}, y[x], x] // Simplify

LW S
{yx1 - 4x}]

{Iy[1.1] - 2.20517})

10. Systemet blir

-4 3
1 —4| —5.96875

med l6sningen y(0.25) = 1.68269 och y(0.5) = 1.91286.
Korrekta funktionsvirden med Mathematicas DSolve: y(0.25) = 1.65486 och y(0.5) = 1.89906.

~0.992188 )



