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Hjdlpmedel: Minirdknare. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv namn pd varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhdlla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstdndig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p fér 8 och
godkédnd, 20 p for 4 och 25 p for 5.

1. Berédkna ett approximativ virde pa integralen

1
/ e® dx
0

med trapetsformeln for n = 5 och visa att felet (R,, = — (liggf (&) 1 approximationen &r mindre
in 1072 (5p)
e z | 1123/,
2. Utnyttja métserien for att
y| 1|03
(a) bestamma Newtons interpolationspolynom av grad 2. (%p)
(b) anpassa en rét linje till punkterna med minstakvadratmetoden. (2p)

3. Visa att ekvationen e~® = 2z har exakt en rot i intervallet [0, 1] och skriv ett program som utnyttjar
intervallhalveringsmetoden for att bestdmma ett ndrmevérde till denna rot med ett fel som &r mindre

dn 1076, (3p)
4. Anvénd Jacobis iterationsmetod med startvirdet ¢g = (0.5,0) for att bestdimma den approximativa
l6sningen x5 till ekvationssystemet (5p)
21’1 +xo = ].7
xr1 —2x9 =1

5. Bestdm storsta egenvarde och motsvarande egenvektor till

()

med hjalp av potensmetoden med tva iterationer och startvektorn o = (1,0). (5p)

6. Betrakta min f(x) = e ® + 2x. Skriv ett program som utnyttjar Bolzanos metod, startar med
intervallet [—2,2] och haller pa tills dess att minpunkten &r bestdmd med ett fel som &r mindre dn

1075, (3p)

min %(m% - x%)

7. SOk extrempunkt till { genom att anvianda straffmetod. (3p)

é,l‘lzl

8. Bestidm storsta virdet av funktionen f(z1,22) = x1 — 2 pa cirkeln x% + x% = 2 genom att anvinda
Lagrangeformulering. (%p)

9. Studera begynnelsevirdesproblemet
y'(z) =1-3zy(z) (ODE),
y(l)=2 (BV).
Anviind implicit mittpunktsmetod och ta ett steg med h = 0.1. (2p)
10. Los randvirdesproblemet
y'(z) =6z,0<x <1,
y(0) =0, y(1) =1,

med finita differensmetoden. Dela upp intervallet i tre bitar. Los &ven problemet analytiskt och
jamfor dina I6sningar i de tva punkter du rdknade ut med finita differensmetoden. (4p)

Lycka till!



Losningsforslag
1. Med Trapetsformeln for n = 5 far vi:
v b—a
/ et dr ~ W(f(a) +2f(21) +2f (22) + 2f(23) + 2f(z4) + (b))
0
1
= — (¥ +2e%2 4 201 4206 1 298 1 el

T 10
= 1.7240056...

b— 3
Felet ges av R, = _( 12na2) f(€) dir a < &€ < b och vi far
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s =

1
/ e“dxr =1.72+0.01 (Anm: Exakt virde pa integralen dr e — 1 = 1.7182818...)
0

2. (a) Vi bestdmmer Newtons interpolationspolynom av grad 2 med hjilp av métserien:

Ansats: pa(z) =co+cr(x—1) 4 co(z — 1)(z — 2)
p2(l) =co=1
=>(p2)=c+ca(2-1)=0&c¢ =-1
p2(3):Co+01(3—1)+02(3—1)(3—2):3<:>CQ:2
ppz)=1-(z—-1)+2z—-1)(z—2). =222 — Tz +6
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(b) Parametrarna p = (%) ges av 1osningen till normalekvationerna AT Ap = ATy dir

1 1 1
A=1 2 1 och y=1 0
3 1 3
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3. Med f(x) =e* -2z farvi f/(x) = —e =2 <011 =10,1] dvs f(z) ar stréngt avtagande i I.
Eftersom f(z) dessutom &r kontinuerlig, f(0) =1 > 0 och f(1) =e ! -2 < 1 —2 < 0 har f(z)
exakt ett nollstélle i 1.

x

Foljande program i Mathematica ger en approximation for roten till e™® = 22 med ett fel som ar

mindre dn e = 1076:

flx_ ] := Exp[-x] -2x;
{a, b} = {0, 1};
epsilon =107 (-6);
While[b - a > epsilon,
c=0.5%(a+b);
Print[{a, c, b}];
If[f[a] *f[c] <0, b=c, a=c]
]
4. Jacobis iterationsmetod:
2 ) = Db — (L + U)z®)

dér koefficientmatrisen A &r uppdelad enligt A = L + D + U med L strikt undertriangulér, D
diagonal och U strikt &vertrianguldr. Vi har alltsa

e 2 1 - 0 0 . D- 2 0 U= 0 1 och b 1
1 -2 10 0 -2 0 0 1
Med startvektorn xg = (0.5,0) far vi
. _1f1 0 I 0 0 4 0 1 0.5 [ 05
T2lo -1 1 10 0 0 0/)) \-025
1(1 0 1 0 0 0 1 0.5 0.625
wz = — —_ + =
(o S0 (0 00 8) (5ae)) = (503)
5. Om \; ar det egenvérde till A som har stérst absolutbelopp ger tva iterationer med potensmetoden:
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Kortfattade losningar till nagra av uppgifterna

6. Bolzanos metod

fix_]1:=e™*+2x

Plot[f[x], {Xx, -2, 2}]

-2 -1 1 2

e=105;a=-2;b=2;
While[b-a > e,
c=0.5(a+b);
Print[{a, c, b}];
If{f'[c]>0,b=c,a=c];

]

{2, 0,2}
{-2, -1., 0.}
{-1., —0.5, 0.}

{-1., -0.75, =0.5}

{—0.75, —0.625, —0.5}

{—0.75, —0.6875, —0.625}

{—0.75, —0.71875, —0.6875}
{—0.71875, —0.703125, —0.6875}
{—0.703125, —0.695313, —0.6875}
{—0.695313, —0.691406, —0.6875}
{—0.695313, —0.693359, —0.691406}
{—0.693359, —0.692383, —0.691406}
{—0.693359, —0.692871, —0.692383}
{—0.693359, —0.693115, —0.692871}
{—0.693359, —0.693237, —0.693115}
{—0.693237, —0.693176, —0.693115}
{—0.693176, —0.693146, —0.693115}
{—0.693176, —0.693161, —0.693146}
{—0.693161, —0.693153, —0.693146}



2 | sciCom190116Sol (1).nb

Minimize[f[x], x]
% // N
{2(1 -1og(2)), {x - —-log)}}

{0.613706, {x » —0.693147}}

7. Straffmetod for likhetsbivillkor

- (o) et x -1
2
(x-12% 1
+ = (g - )
r 2

D[P, {{x1, X2}}]
Solve[% == 0, {X1, X2}]
%/.r—>0

{Z(xl—l)

r

— X1, xz}

2

({0}

=1, x; - 0}}

M'in'im'ize[{i (x3-x3) 5 x1 =1}, {x1, X2}]

{—%, (X -1, X - 0}}

8. Lagrangeformulering for likhetsbivillkor

L=x3-Xa+ 2 (x}+x3-2)

A +x5-2)+x-%,

DL, {{X1, X2, A}}] ==
Solve[%]
X1-X2/.%

2Ax+1L22x0n-1,2+x-2}=0

{{A—) %, x1--1, x> 1}, {xl—) —%, x1-1, x> —l}}

{-2, 2}



sciCom190116Sol (1).nb | 3

9. (BVP) och implicit mittpunktsmetod

Xg + X
Y1 =ye+h (1_3$M)
2 2
%//+ {Xe>1l,yYg>2, hh>0.1, X7 » Xp + h}

Solve[%]
3
n =h(1 - 4—(xo+x1)(J’o+J’1))+yo

31 =0.1(1-1.575 () +2)) +2

{{y1 = 1.54212}}

DSolve[{y'[x] = 1-3xy[x], y[1] = 2}, y[x], X]
%//. {Xx>Xg+h, Xo>1, h->0.1}

{{J’(x)—> ée_% \/;erfi ; X —\/;erfi ; +12 %2 }}

{{y(1.1) > 1.54515}}
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Los randvardesproblemet y”’=6x, pa intervallet 0<x<1 dar y(0)=0 och y(1)=1
Mathematica l6sning (exakt, trivial):

sol = DSOlVG[{y" [X] = 6*xx, y[0] =0, y[1] =1}, y[x], {x, 0, 1}]
Plot[Evaluate[y[x] /. sol], {x, 06, 1}, PlotRange » All, Axes -> True,
AxesStyle -» Thick, PlotRange - Full, ImageSize - Large, GridLines -» Automatiic]

{yx) - >}}
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0.8

0.4F

0.2F

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Implementerat med finita differensmetoden:

Diskretiserar andraderivatan och delarin i tre intervall (tva obekanta):
J‘(&)iff)im;l)t6)(—))/()(+ 1)=2y(x)-y(x-1)=h?6x

Fran detta far vi tva ekvationer att [6sa med obekanta i y(1/3) och y(2/3):
y(213) = 2%y(1/3) +y(0) = (3)* 6+1/3

y(1) - 2%y(2/3) +y(1/3) = (5 6+2/3

1)\2 1 1)\2 2
Solve[yz/3-2%y1/3+0 = (;) *6 % ;&&1-2*Y2/3+Y1/3 = (;) *6 % ;, {Y1/35 Y2/3}]

1 8

yeo yeo 7}

%//N
{{yL>0.037037, y> > 0.296296} |
3 3



