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Riemannintegralen

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

En lada slapas s = 20 m pa ett stravt underlag med konstant kraft F = 30 N
parallell med underlaget. Bestdm det arbete kraften utréttar.

Arbetet =W =F -s=30-20=600J

o Grafiskt: Arbetet = Arean mellan kurvan y = F(x) och x-axeln

s=20m x 5 x

@ Hur berdknar vi arbetet om F inte ar konstant?
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Exempel 2

Genom en ledare flyter en konstant strém ip. Hur stor laddningsmangd g passerar
ett tvarsnitt av ledaren under tiden t;?

q(t) =1lo - t

Grafiskt:
Laddningen g som passerar = arean mellan kurvan i = i(t) och t-axeln
i[A]

i =1i(t) =1

/,q(h) =it

t‘l t[s]
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Exempel 3

Urladdning av en kondensator:

b i [A]

tl t [S]
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Riemannintegralen
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Vi behdver en metod for att berdkna arean av en yta som begransas av en

funktionskurva y = f(x), a <

A

A

x < b, och x-axeln.

Y
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Riemannintegralen

Metod: Gor en indelning av intervallet [a, b]: {a = xo, X1, ..., Xi, ..., X = b}

A y
A= fle)re, V=1

.

>
x

a=xg Til1 G T b=uxz,

Valj godtyckliga punkter c; i varje delintervall

= A~ f(C1)Axi + F(C)Axo + - + f(Cn)AXy = Ef ci)AX;

Rlemannsumma
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Riemannintegralen
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Definition 1 (Riemannintegralen)

Antag att {a = xo, X1, X2, ..., Xn = b} &r en indelning av [a, b] sadan att
max(Ax;) — 0da n — oo och att ¢; € [a, b] &r godtyckligt valda punkter.

@ Om gransvardet
n
Jim, 3= (e)ax
1=

existerar och &r oberoende av hur punkterna c; valjs sa ar f(x)
(Riemann)integrerbar &ver [a, b].

@ Gransvardet kallas integralen av f(x) fran a till b och betecknas

/b f(x)dx

@ Funktionen f(x) kallas integralens integrand.

v

Anm: En integral ar (nagot slarvigt uttryckt) en summa av oandligt manga oandligt
sma bitar. Att integrera ar alltsd samma sak som att summera.
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Riemannintegralen

Anm: | definitionen har vi inte férutsatt att f(x) > 0V x € [a, b].

AN

A

v y= (@)
A
N / ‘
- | z

b
Om f(x) < 0V x € [, b] s4 érA:—/ F(x)dx.
a

HOGSKOLAN
THALMSTAD.
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Ar alla funktioner integrerbara?

Exempel 4

0, x rationellt
fxy=<"" """ 0<x<At
1, x irrationellt

@ Vikan valja indelning av [0, 1] s& att alla ¢; ar rationella eller s& att alla ar
irrationella.

o | férsta fallet blir Riemannsumman 0 och i det andra 1.

1 n
:>/ f(x)dx = lim > f(c)Ax; existerar inte!

v

f kontinuerlig i [a, b] = f integrerbar éver [a, b] I
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Sats 2 (Réknelagar)

@ o konstant = fab af(x)dx = « fab f(x)dx

Q [2(f(x) + g(x))ax = [2 f(x)dx + [2 g(x)dx

Q f(x) <g(x)Vx € [a,b] = [P f(x)dx < [P g(x)dx
Q@ a<c<b= [P(x)dx = [2F(x)dx + [P f(x)dx

Definition 2

J2H(x) = = [2 f(x)ax

Anm: )
o [If(x)dx = — [2f(x)dx & [Zf(x)dx =0 ( bl
o [Pax=[’1.dx=b-a \
a b @
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Integralkalkylens medelvardessats
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Sats 3 (Integralkalkylens medelvardessats)

Om f(x) ar kontinuerlig sé finns det ett tal ¢ € [a, b] sadant att

/  Hx)dx = £(c)(b— a)

P A= so0-a
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Integralkalkylens medelvardessats
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Exempel 5

I G 1
Bestam nll[go /n (1 + F)dx
Lésning:

Enligt integralkalkylens medelvardessats (m.v.s) finns det ett
cn € [n,n+1], n> 1, s&dant att

—1dan— o

/n+1 (1+ %) = f(ea)(n+1—n)=f(c) =1+

| =
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Integralkalkylens huvudsats

o Studera funktionen S(x) = [ f(t)dt
o Ar S(x) deriverbar dvs existerar
y=flx)
//17 f@)-h
a T“Fh a z a T .L":Fh h

L S(x+h) - S(x)~ f(x)-he X) ~ f(x) om h ar litet.

Ar S'(x) = f(x)?
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Integralkalkylens huvudsats g

Seem =S L( / " tyot - / ) f(t)dt> - ,‘7< / - f(t)dt)

= %f(c)(x + h—x) = f(c) fér nagot ¢ € [x,x + h]
{h—-0&c— x}
— f(x)ddah—20

Sats 4 (Integralkalkylens huvudsats)

Om f &r kontinuerlig sa dr S(x) = / f(t)dt deriverbar och S'(x) = f(x).
a

| A\

Exempel 6
X

Q S(x)= / ldt = S'(x) = &~
1

2

Q Sx) = /X e%dt = S(g(x)) dér g(x) = x2 = S'(x) = S'(g)g'(x) = & - 2x

v
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Berakning av integraler - Insattningsformeln
Vi har

HOGSKOLAN
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S(x) = / “Htydt = S'(x) = F(x)

Om F(x) &r en primitiv funktion till f(x) s& &r

S(x) = F(x)eSx)=F(x)+C
~0 = / f(t)dt = S(a) = F(a) + C < F(a) = —C
~S(x) = / F(t)dt = F(x) + C = F(x) — F(a)

Satter vi x = boch t = x far vi

Sats 5 (Inséattningsformeln)

Om F(x) &r en primitiv funktion till f(x) s& ar

b b
/a fx)ax = [F()]” = F(b) - F(a)
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Berakning av integraler - Insattningsformeln
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Integraler i Mathematica:
@ Integrate[Cos[x], {x,-Pi, 2%Pi}]

Exempel 7
e 2 2 2 X ! X ! X2_1
Beraknaa)/1 X“dx b)/1 edx c¢) /_1 de d) /_1 de

Exempel 8

i 3 2 4x
Beraknaa)[3(|x—2|+|x+1|)dx b)/ X —x+ 1

—

Exempel 9

n
A

2 2 2
Berékna a)/ xIn x dx b)/ sin v/x dx c)/ (In x)%dx
0 1

1
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