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Gransvarden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 1

Hur beter sig féljande funktioner d& x ar stort?

=72 9= h)=xesx,  px) =
3x4+2 3+2

o f(x)= ~ 3 om x ar stort.

X 1

cosx _ 1 cos X R
< — = g(x) = —— ~ 0da x ar stort.
X X X

@ h(x) = xcosx omvéxlande positiva och negativa varden da x véxer.

1
o—1§cosx§1:>—;§

@ p(x) =x* kan bli hur stor som helst.

Slutsats:
o f(x) ligger godtyckligt ndra 3 om x ar tillrackligt stort.
@ g(x) ligger godtyckligt ndra 0 om x é&r tillrackligt stort.

@ p(x) antar hur stora varden som helst.
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Gransvarden

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

Vad betyder "godtyckligt nara” och "tillrackligt stort”?

Definition 1

o f(x) har gransvardet A da x — co om det till godtyckligt litet € > 0 finns ett w
sadant att
x>w=|f(x)— Al <e

@ Viskriver f(x) — Ada x — oo eller lim f(x)=A
X—>00

¥
[flaa) — Al < e
?/:A‘F(\
y=A
y:Aff—/ )Q'/ :
|f() = Al > € |
21 W a9 z

Pa motsvarande sétt definieras 6vriga gransvarden: f(x) — Ada x — a,
f(x) > c0dd x — a, f(x) - 00 dd x — oo (M. & N. s 165-167, 183-184).
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Gransvarden

Exempel 2
For f(x) = # har vi
fo)— Al =[P HE 5| |2 =2 cco x> 2
X xl X €
Medw:%férviattx>w:>|f(x)—3|<edvsf(x)—>3déx—>oo.
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Rakneregler for gransvarden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Med definitionen kan man visa féljande:

Sats 1
@ limf=0, g begr. = lim(fg) =0

Q limf=A, limg=B=lim(f+g) = A+ B, lim(fg) = AB, Iimé:g
Q limg(x)=a, f(x) > Addx — a=limf(g(x)) = A

Q limf=limg=Af<h<g=limh=A (Instdngningssatsen)

Q limf=A limg=B,f<g=A<B

Exempel 3

—_
N

. . sin X .
— = 0dax > oo, —1<sinx<1=— —0dax— oo.

<
<
A

Exempel 4

2
f(x) =cosx - 1dadx — 0, g(x) = );:_13

—3dax—0
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Rakneregler for gransvarden

Exempel 5

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

|‘!.

;—>Odéx—>oo:>21/x—>2°:1déx—>oo

Exempel 6

L < L < 1 = L — 0 da x — oo enligt instdngningssatsen
X+2  x+1 X X+1 9 gning ’
—0 —0
Exempel 7

| A\

3_ —
Berékna grénsvardet lim e = =l
X—

oo X3 +5x2 -6

Exempel 8

A\

Berékna gransvardet lim (v/4x? — x — 2x)
X— 00
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Talet e

Studera talféljden a, = (1 + %)n, n=1,2,3, o
a = (1 + %)1 =2
» = (1+%)2=%:225
a = (1+%)3= (2)3:2.37
a100 _ (1+ 11%)100 = 2.7048...
1000000 : (1 + 1001W)1000000 =27182...
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Talet e o

Sats 2 (Axiom)

Varje védxande talféljd som &r begrédnsad har ett grdnsvérde.

Man kan visa att a, &r vaxande och att2 < a, < 3vne Z*
= ap har ett grédnsvéarde da n — oo.

Definition 2 (Talet e)

e= lim (1+1ﬁ)n,neN

n— oo

Exempel 9

2x
Berékna gransvardet lim (X 2z 2)
X—>00
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Standardgransvarden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

.a .
lim — =o0, (a>1) lim
x—00 X x—o0 log, X

=00, (@a>1,a>0)

Minnesregel: "log < pot < exp”

Exempel 10

32X _ 23X

Exempel 11

Berakna lim L=
x—o0 |In3x )
Exempel 12
2+X

Berékna lim ——
X—o0 @X°+2x
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Standardgransvarden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 13

» . sinx
Berékna lim ——
x—0 X
Lésning:
A
For x # 0 har vi 1
. sin X
sinx < x <tanx =
Cos X
X 1
& 1< —K<
sin X Ccos X t
sin X : z\|tenx
& cosx < <1 SN T
= X T
—1 o
. 1
sin X o . . o .
. — 1 d& x — 0 enligt instdngningssatsen.
v
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Standardgransvarden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 14

Berdkna lim xInx

x—0t
Lésning:

Séttt:%, x =0t e t— oo

XIan%In(}):M:—ln—tt%Odét—)oodvsdéX%0+.

v

Exempel 15

In(1+ x)
X

Berakna lim
x—0

Lésning:

Satt t = %, X—0&t— £oo:

t
wznn(w%):m(H}) v Ine=1dat— +oodvsdax — 0.

v
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Standardgransvarden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 16
-1
X

Berékna lim
x—0

Lésning:

Sattt=e" -1 e =1+t x=h(1+1), x—>0&t—0:

e —1 t 1 1

X “in(+p " mmm 0 q = dax=0

v

Standardgransvéarden

N _ .a
I_|>rg+-x log,x =0, (a>1, «>0) Xllm o = % (a>1)

X
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Standardgransvarden

3sin X — sin 2x

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 18

.. .1 —cosx
Berdkna lim —————
x—0

Berakna i
erakna 00 sin 3x X2 )
Exempel 19 Exempel 20
COS X _
Berakna lim el =29 Berdkna lim L

x50 In(1 + 2x)

x—%  COSX

o . arctanXx
Berakna lim ——
x—0
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Kontinuitet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 3

@ f(x) ar kontinuerlig i punkten x = a omm f(x) — f(a) da x — a.
@ f(x) ar kontinuerlig om f(x) ar kontinuerlig i alla punkter x € Dy.

a x a x

(a) f(x) ar kontinuerlig i a (b) f(x) ar ej kontinuerlig i a:
f(x) » f(a)dax — a~

Anm: f(x) ar kontinuerlig i a om kurvan y = f(x) “hanger ihop” i punkten x = a. )

Akademin for Informationsteknologi - ITE MA2001/MA2049 Envariabelanalys N&got om grénsvarden



Viktiga egenskaper hos kontinuerliga funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Sats 5 (Mellanliggande véarden)

f(x) kontinuerlig i | = [a, b] = f(x) antar alla vdrden mellan f(a) och f(b) i I.

a b x a b T
(a) f(x) kontinuerlig och antar alla vérden (b) f(x) ej kontinuerlig. Antar ej alla varden mel-
mellan f(a) och f(b) lan f(a) och f(b).

Kan vi satta <" i satsen om mellanliggande vérden?
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Viktiga egenskaper hos kontinuerliga funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Nej! f(x) ovan antar alla varden mellan f(a) och f(b) i [a, b] men f(x) &r inte
kontinuerlig i [a, b].
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Kontinuitet o

Exempel 22

Har funktionen f(x) = 3x® — 4x® — 5x + 2 ett nollstélle mellan 0 och 1?

Lésning:

f(x) &r kontinuerlig i [0, 1]

= f(x) antar alla vérden mellan f(0) = 2 och f(1) = —4i [0, 1]
= Det finns ett x; € [0, 1] sddant att f(x;) = 0.
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Viktiga egenskaper hos kontinuerliga funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Sats 6 (Extremvarden)
f(x) kontinuerlig i | = [a, b] = f(x) antar ett stérsta och ett minsta vérde i I.

Jiax = (D)

—

{ i = ()

a c b T a ‘ b T
(a) f(x) kontinuerligi / = f(x) antar stdrsta och (b) f(x) ej kontinuerlig i /. f(x) ar ej begransad i
minsta varde i / I och antar ej stérsta och minsta varde i /.

Kan vi satta <" i satsen?
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Viktiga egenskaper hos kontinuerliga funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Nej! f(x) ovan &r begransad och antar ett stérsta och ett minsta vérde i [a, b] men
f(x) ar inte kontinuerlig i [a, b].
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Asymptoter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 4

Linjen x = a &r en lodrét asymptot till kurvan y = f(x) om f(x) — +oo eller —co da x — a.

Y 3 y

(@) f(x) > +ocodadx — a~ (b) f(x) = +ocodadx — a~
f(x) - —ocodad x — a* f(x) - 0dax — a"

Har kurvan y = f(x) =

X 5 nagon lodrat asymptot?

X —
X

2—>j:oodéx—>2i

. ¥ = f(x) har den lodrata asymptoten x = 2.
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Asymptoter

Exempel 24

X+ 1
x2 —1

Finns det tva lodrata asymptoter x =1 och x = —1?

Har kurvan y = f(x) = nagon lodrat asymptot?

x+1 X+ 1 _ 1 : +
x2—1 " (x+1)x—-1)  x-—1 —==e9Crlr =

..y = f(x) har endast den lodrata asymptoten x = 1.

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Anm: Fér rationella funktioner f(x) = % géller:

N(a) =0, T(a) # 0 = x = alodrat asymptot.
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Asymptoter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 5

@ Linjen y = kx + m ar en sned asymptot till kurvan y = f(x) da x — co om
f(x) — (kx + m) — 0 da x — cc.

@ En sned asymptot med k = 0 kallas vagrat.

@ Motsvarande galler da x — —oo.

Y =my

y=kx+m

@ y = mp ar en vagrat asymptot till y = f(x) dd x - —c0
@ y = kx + m &r en sned asymptot till y = f(x) d& x — oo
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Asymptoter

Om kurvan y = f(x) har en sned asymptot d4 x — oo har vi

109 = (M) g gax - oo
X

@m—k— m —0dax — o0
X X
—0
f(x)

Enligt definitionen har vi ocksa:

f(x) — kx - mda& x — oo
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Asymptoter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Bestdmning av sneda asymptoter:

@ Om g.v limx_, f(x) = m existerar har y = f(x) en vagrat asymptot y = m
da x — oo. Om g.v. ej existerar ga till 2.

f
@ 2 Undersdkomg.v. k = Iim % existerar. Om sa ar fallet ga till 2b.
b Undersék om g.v. m = ||m f(x) — kx existerar.

Om bada g.v. (k och m) ex1sterar har kurvan y = f(x) den sneda asymptoten
Yy =kx+ mdax — co.

Gor motsvarande analys dven da x — —oo.

v

Exempel 25

2x% — x?
x2 —1

Bestam ev asymptoter till kurvan y = f(x) =
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Asymptoter

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Anm: For rationella funktioner kan man alltid finna sneda asymptoter med

polynomdivision:
) 2x3 —x? ,

2x —1
X2—1) ¢ —x2 2x® — x? 2x —1
— 2x3 +2x =>f(x)=—"F5——= 2x—1 +=
2. x% —1 Sned asymptot X2 — 1
— X<+ 2x
x2 =1
2x —1

Exempel 26

Har kurvan y = f(x) = v/x nagon sned asymptot da x — oo?
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Gransvarden och asymptoter i Mathematica

@ Gransvarden:
Limit [2x+3-1/Log[x],x->Infinity]
o Asymptoter:
f[x_]:= 2x+3-1/Log[x]
k = Limit[£f[x]/x,x->Infinity]
Limit [f[x]-k*x,x->Infinity]
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