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Generaliserade integraler

Obegrénsat intervall
Exempel 1
y
\
Undersok
R 1 R-l
/ —de och / —adx da R — oo. 1
;X X
> X
R R
1 1 1 1 1 .
Fl'1 R
/ ;dx = [In[x]]{ =InR—In1=InR—occdd R— oo
’
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Generaliserade integraler
Obegrénsat intervall

Definition 1

Om funktionen f &r integrerbar pa [a, R] for alla R > a och om gransvardet

HOGSKOLAN

THALMSTAD.

lim /aR f(x)dx =A

R— oo

existerar andligt sa ar den generaliserade integralen

/:o f(x)dx

konvergent med vardet A. | annat fall &r den divergent.

| exemplet ovan:

o/ lzdx ar konvergent
1 X

o/ 1dx ar divergent
10X
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Generaliserade integraler
Obegrénsat intervall

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 2

Avgdr om den generaliserade integralen

/ e *dx
1

ar konvergent.

Lésning:

R
/ e “dx
1

/ e *dx ar konvergent.
1
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Generaliserade integraler
Obegrénsat intervall

Exempel 3

Undersdk konvergensen hos
/ T_X
R P Ch

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Lésning:
Aox 1 /R fé()x() 1 R 1
— _ —_ 2 — 2 —
/11+7X2dx = 2/1 1J(r))(zc:/x_2[|n|1+x|]1 =5(In(1+FR)-h2)
f(x
= %(In(1+R2)—In2)—>oodéR—>oo

/1 HLdex ar divergent.
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Generaliserade integraler
Obegrénsat intervall

Exempel 4

Undersdk konvergensen hos
/ sin x dx
0

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Lésning:

R
. R
/ sin x dx = [—cosX]o =1—cosR— ?
0
cos R saknar gransvarde da R — oo !

/ sinx dx &r divergent.
0
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Generaliserade integraler
Obegrénsat intervall

Exempel 5

For vilka varden pa « ar den generaliserade integralen

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

/ de konvergent?
1 X

Lésning:
Enligt Ex 1 &r den divergent om o = 1. Fér o # 1:

R 1 R 1 , R
/ —dx / X “dx = [ x—oF ]
1 X 1 — 1 1

1
a—1

/ ):—adx dr konvergent < o > 1.
;

_l’_
1 ddaR— cooma>1.
1)—> ot

_ —a+1
(R u dd R — cooma < 1.
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Generaliserade integraler
Obegrénsad integrand

Exempel 6

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Undersok

1 1
/E%dx och /E%dx da £—0".

Bada integranderna — oo da x — 0™ dvs de &r obegransade for 0 < x < 1.
Borde da inte integralerna bli oandligt stora?

1 1
/idx o/x| =2-2F2dae 0"
= VX .
L
—dx
X

[In|X|]l: In1—Ine= —Ine »oodae— 0"

€
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Generaliserade integraler
Obegrénsad integrand

Definition 2

Om funktionen f &r integrerbar 6ver intervallet [a + ¢, b] fér varje e > 0 men
obegréansad i intervallet a < x < b och om grénsvérdet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

lim /b f(x)dx = A

e—0 Mie

b
existerar s& ar den generaliserade integralen / f(x)dx konvergent med véardet
a

A. | annat fall ar den divergent.

Anm: Om f(x) inte &r definierad i x = a s& séger man att integralen f: f(x)dx ar
generaliserad i punkten a. | Ex 6:

)

1

o ——dx  ar konvergent
/0 VX

;
o/ 1dx ar divergent
o X

och bada ar generaliserade i x = 0.

Akademin for Informationsteknologi - ITE MA2001 Envariabelanalys Nagot om generaliserade integraler 9/20



Generaliserade integraler
Obegrénsad integrand

Exempel 7

Avgdr om
1
/ In x dx
0

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

ar konvergent.

Lésning:
Integralen &r generaliserad i x = 0:
1
/ Inxdx = [XInX—X]l:1 -In1—=1—(elne —¢)
= —1— ¢lng +e——-1dae—0".
N~~~
—0dae—0t

1
/ Inxdx = —1 dvs konvergent.
0
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Generaliserade integraler
Obegrénsad integrand

Exempel 8

For vilka varden pa « ar den generaliserade integralen

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

,
/idx konvergent?
0o X

Lésning:
Enligt Ex 6 ar den divergent om a = 1. Fér o # 1:

1 1 1 1 1
/ —dx / X %dx = {7x_‘”1]
. Xo - —a+1 .

1 g3 +
1 (1—5“’*1)—>{ = das—0"oma<1.

1—-«a co dae—0"oma>1.

1
/ ):—adx ar konvergent < o < 1.
0
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Generaliserade integraler
Jamférelsekriterier fér generaliserade integraler med positiv integrand

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Sats 3
Om 0 < f(x) < g(x) for alla x i integrationsintervallet | s& géller

° / 9(x)dx konvergent = / f(x)dx konvergent
! !

° / f(x)dx divergent = / 9(x)dx divergent
i i
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Generaliserade integraler

Jamfdrelsekriterier fér generaliserade integraler med positiv integrand

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 9

Undersdk konvergensen hos 5;( —4 lo)
X3 + x

Lésning:
AEx—4
1 X3+x
Vi behéver inte berékna integralen! Fér x > 1 &r

dx = ... Jobbigt!

5x —4 5x 5
< < —=—
xX3+x — x4 x — x3  x?

o1
<

0<

x

Sats1 = / %dx konvergent
1

Sats 3 = / 5;(_4dx konvergent
. X+ x
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Generaliserade integraler X
Jamfdrelsekriterier fér generaliserade integraler med positiv integrand

Exempel 10

5 2
Unders6k konvergensen hos / %dx.
; _
Lésning:
Integralen ar generaliserad i x = 1. Fér x > 1:
x*+3x+2 (x+D(x+2) _x+2 2
x2 —1 Tox+Dx—-1) x—17" x—1
5 5
2 _ ax _ 5
/1+EX_1dx = 2 S

= 2(n(5—=1)—=In(1+e—1))
= 2In4—-2Ilne v ocodae—0

5 5 2
Sats 3: / x2 s0x divergent :>/ %dx divergent
1 - 1 -
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Generaliserade integraler
Jamfdrelsekriterier fér generaliserade integraler med positiv integrand

Exempel 11

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Avgdr om - de ar konvergent
> xvVx2+1 '
Lésning:
Férx > 2 ar
arctan x s 1 1 w1
0< < — < = =& L
TxVXe4+1 T 2xVx2 1 T 2x/x2  2XP
Sats1 = / %dx konvergent
2
Sats3 = / de konvergent
2 XVX2+1 )
Anm: Integranden % saknar elementar primitiv funktion dvs en som kan
XV X

uttryckas med elementéara funktioner.
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Generaliserade integraler
Integraler som &r generaliserade pa fler &n ett sétt

Exempel 12

Avgor om/ %dx ar konvergent.
0

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Lésning:

Integralen ar generaliserad pa tva satt:

Obegréansat intervall och obegransad integrand (generaliserad i x = 0).

Dela upp integralen sa att varje delintegral &r generaliserad pa endast ett satt:

> 9 ' > 9 .
/0 Fdx:/o Fdx+/1 pdx + en mojlig uppdelning
A B

Integralen &r konvergent om A och B bada ar konvergenta. < Definition
Enligt Sats 1 & 2 ar B konvergent men A &r divergent.

/ %dx ar divergent
0
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Generaliserade integraler
Integraler som &r generaliserade pa fler &n ett sétt

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Anm:

oo R 49R 4
/ x3dx = lim / Cax— iim | 5] = m (B_CERYY g
oo R—oo J_p R—oo | 4 _p R—oo 4 4

Integralen ar alltsa konvergent. Eller?

%) 0 %)
NEJ!!! / x3dx :/ x3dx+/ x3dx
oo — o0 0

Bada delintegralerna &r divergenta!

/ x3dx ar divergent!

Enligt definitionen maste alltid uppdelning géras sa att varje delintegral ar
generaliserad pa endast ett satt!
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Generaliserade integraler
Integraler som &r generaliserade pa fler 4n ett sétt

Exempel 13

Avgdr om

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

dx ar konvergent.

f e

Lésning:
Integralen ar generaliserar pa tva satt.
Dela upp den s& att varje integral ar generaliserad pa endast ett satt:

(e 1
/ de:/ 1
0 X + x3 0o VX+x3 1 \/x—i—x

generaliserad i x=0 Obegransat intervall

1
1
Sats2 = /0 de konvergent

Sats3 = ———dx konvergent
0 VX+x38
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Generaliserade integraler
Integraler som &r generaliserade pa fler 4n ett sétt

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 13 (forts.)

1 < 1 1

<— < =__
VXX T xE xR

x>1: 0
Sats1 = / dx konvergent

Sats3 = / 7dx konvergent
1 Vx+x3 -

/ de ar konvergent
0 X + x8
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Generaliserade integraler
Uppgifter fran tentor

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 14 (Tentamen 120413, uppgift 1)

(a) Berakna / ) o)

1

dx. (3p)

Exempel 15 (Tentamen 170113, uppgift 5)

(a) Berakna den generaliserade integralen /0 eZXLde. (2p)

Exempel 16 (Tentamen 210115, uppgift 5)

) . . ®In(1+x3) , .
(a) Visa att den generaliserade integralen de ar konvergent utan
1
att berakna den. (2p)
(b) Berakna den generaliserade integralen i (a). (3p)
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