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Radioaktivt sonderfall o

THALMSTAD.

Modell:

@ N(t) = Antalet radioaktiva karnor vid tiden ¢
Eftersom antalet k&rnor antas vara stort kan vi betrakta N(t) som en
kontinuerlig funktion.

@ Np = N(0) = Antalet vid t =0
o Antalet sdnderfall per tidsenhet vid tiden t &r proportionellt mot antalet
radioaktiva karnor vid denna tidpunkt: —N'(t) = kN(t)

.. Antalet radioaktiva karnor vid tiden t beskrivs av

N'(t) + kN(t) = 0, k > 0
N(0) = No

Anm: Sonderfallskonstanten k &r amnesspecifik och &r kopplad till &mnets
halveringstid T »:

Tije=—
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Svangningsproblem
Friktionsfritt underlag

F(t) = —ka(t)
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x(0) = xo
" v(0)=w

>

0 x(t)

@ Om all friktion férsummas ger Newtons 2:a lag:
Fres(t) = ma(t) = mv/'(t) = mx"(t)
Fres(t) = —kx(t)  (Hooks lag)

< mx"'(t) = —kx(1)

= Laget x(t) beskrivs av begynnelsevardesproblemet:

x"(t)+ Ex(t)y=0
x(0) = xp, v(0) = v

@ Extern kraft (nagon puttar pa):

X"(t) + £x(t) = Fld

= Fres(t) = —hx(1) + Fou(t) = {X(O) =X, v(0) = ‘2
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Enkel pendel

/Fq =mg

6(0) = 6o
9'(0) =0
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@ Om all friktion forsummas:

Fres(t) = ma(t) = m(I6(t))" = mig" ()
Fres(t) = mgsin 0(1‘)

= Laget 6(t) beskrivs av
begynnelsevardesproblemet:
0"(t) + 9sinf(t) =0
0(0) = 6o
6'(0)=0

O Forsmautslag ar 5% ~ 1 < sinf ~ 6:
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Uppladdning av kondensator

i(t) uc(t)+ us(t) = E
2l I uc(t) = %
R ur(t) = Ri(t) = Rq'(t)
o uc(0) =t =%

@ Laddningen:

R

{q’(t) +asq(t) = &
q(0) = Cuo = qo

@ Spéanningen:

{ue(t) + Asuc(t) = £
Uc(O) = W

@ Strémmen:

i'(t) + azi(t) =0
i(0) =% =

R
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Urladdning av kondensator
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@ Laddningen:

{q’(t) +75a(t) =0
q(0) = Cuo = qo
@ Spéanningen:
{u'cm + AgUo(t) =
uc(0) = uo
@ Strémmen:
{i'( )+ Agi(t) = 0
i(0) =2 =1
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Populationsmodell
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Modell f6r kaninkoloni:

@ N(t) = Antalet kaniner vid tiden t.

Om antalet kaniner ar stort kan vi betrakta N(t) som en kontinuerlig funktion.
@ Ny = N(0) = Antalet kaniner vid t = 0
@ Forandringen av antalet per tidsenhet vid tiden t &r proportionell mot

o Antalet kaniner
o Skillnaden mellan antalet kaniner och det maximala antalet kaniner (M)

.. Antalet kaniner vid tiden t beskrivs av

N'(t) = kN(t)(M — N(t)), k > 0
N(0) = No
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Terminologi

(*]

En ordinér differentialekvation (ODE) &r en ekvation som innehaller derivator
av en okand funktion av en variabel.

En ekvation som innehaller derivator av en okand funktion av flera variabler
kallas en partiell differentialekvation (PDE).

Om differentialekvationen inte innehaller hdgre derivator &n n:te derivatan av
den okanda funktionen s& ar den av ordningen n.

En I6sning till en ODE i ett intervall | &r en funktion y = y(x) s&dan att y
uppfyller ekvationen for alla x i /.

Mangden av alla I6sningar till en ODE kallas den allménna |6sningen.
En ODE kallas linjar om den kan skrivas som

(n—1)

YO b )Y ()Y RX)Y )y =h(x) (1)

dvs om den beror linjért pa y och dess derivator.
Den linjara ODE:n (1) kallas homogen om h = 0 annars inhomogen.
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Terminologi
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o xy” + 3y’ — x2y = cos x &r linjar, inhomogen och av 2:a ordn.
o y® 1 6xy” 4+ cosxy’ — 6y = 0 &r linjar, homogen och av 3:dje ordn.
® y?y' +6xcosy — 3 = sinx &r icke-linjar och av 1:a ordn.
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Linjara differentialekvationer av 1:a ordningen
y' +9(x)y = h(x)
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Exempel 2 (Radioaktivt sénderfall)

N'(t) + kN(t) = 0, k > 0
N(0) = No

Hur bestammer vi N(t)?
Vi kan utnyttja produktregeln D(fg) = f'g + fg'
Multiplicera ekvationen med e':

N ()" + N(t)e'k = D(N(t)e") =0
& N(t)e = C + Godtycklig konstant
& N(t) = Ce ™ + Allman I8sning

NO) = Cc&®=C=N

. Antalet radioaktiva karnor vid tiden t &r N(t) = Noe™ "

Anm: Ekvationen y’(x) + ky(x) = 0 har den allménna Iésningen y(x) = Ce * J
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Linjara differentialekvationer av 1:a ordningen
y' +9(x)y = h(x)
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Hur lang tid tar det innan halften av karnorna sénderfallit?

%No = Noe 7172 & % =e 12 & kTijp=In2
.. Halveringstiden T; > = %
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Linjara differentialekvationer av 1:a ordningen
y' +9(x)y = h(x)

Exempel 4

Bestam den allmanna I6sningen till y’ + %y =x%, x> 0.
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Lésning:
Multiplicerar vi ekvationen med x far vi:

4
y'x+y-1 :xaﬁD(y.x):X?’@y-X:X——i—C <+ godt. konst.

D(y-X) 4

3
) - " x>  C
.. Den allmé&nna lésningen &r y(x) = T + "

Genom att multiplicera ekvationen ovan med x kan vansterledet skrivas som
derivatan av en produkt. x kallas integrerande faktor.
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Linjara differentialekvationer av 1:a ordningen
y' +9(x)y = h(x)

Exempel 5

L&s begynnelsevardesproblemet

{y’ — 2xy = 2x
y(0)=2

HOGSKOLAN
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+ Integrerande faktor?

o | exemplet med radioaktivt sénderfall (N’ 4 kN = 0) var den integrerande
faktorn € och kt &r en primitiv funktion till k.

@ k motsvaras har av g(x) = —2x och vi multiplicerar darfér ekvationen med
G(x) _ o—x°.
e =e7":

y’e*X2 + yefxz(—2x) D(y - e’xz) —2xe X ye”‘2 =-e*ycC

sy(x) = € —1 <« Alman ldsning
y0) = C-1=2&C=38.

.. Den sokta I6sningen ar y(x) = 3¢ — 1.
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Linjara differentialekvationer av 1:a ordningen
y' +9(x)y = h(x)

Sammanfattning

Linjéra differentialekvationer av 1:a ordningen:

HOGSKOLAN
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Y +9(x)y = h(x)
Lésningsmetod:
o Multiplicera ekvationen med den integrerande faktorn e dar G'(x) = g(x).
o Vansterledet kan darefter skrivas som D(y - e%).
@ Slutligen integreras bada leden och y(x) kan sedan I6sas ut.

Exempel 6

Los differentialekvationen
0 Inx
Xy +2y = ~

y(1)=2
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Linjara differentialekvationer av 1:a ordningen
y' +9(x)y = h(x)

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

L&s differentialekvationen

{xy 2y+ 5 =0,x>0
y(1)=0
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Linjara differentialekvationer av 1:a ordningen
y' +9(x)y = h(x)
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Exempel 8 (Uppladdning av kondensator)

us(t) + tuc(t) = £, 7= RC (tidskonstanten)
Uc(O) = W

Integrerande faktor: ) = g!/7

uge'’” + uce' ;—D(u e’/T)—E v
s ucel!mT = /Ee’/Tdtz—e "r+C=Ee’'"+C
T T
uc(ty = E+Ce /"
Uc(O) = E+C=usC=u-E

Spanningen éver kondensatorn ges alltsa av:

uc(t) = E+ (up — E)e /"
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Linjara differentialekvationer av 1:a ordningen
y' +9(x)y = h(x)
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Exempel 8 (Uppladdning av kondensator (forts))

E— w "Hela” E — u ot

E—uc(t)  "Resten” E—(E+ (up— E)e/7)

Au

Resten

t

t
.. Grafen ger direkt ett ungefarligt varde pa tidskonstanten - = RC:
t

T = — a7+
In (esier)
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Differentialekvationer med separabla variabler
ay)y" = h(x)
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Exempel 9

Lés differentialekvationen 3y2y’ = sinx <« icke-linjar.

Ekvationen ar av formen
ay)y' = h(x) ()

och kallas separabel. Den kan I6sas med hjalp av kedjeregeln.
Om G'(y) = g(y) och H'(x) = h(x) far vi

DGUY() = G =gy = h(x) = DH(x)
2Gl) = HX+Ce [gdy = [ hed

dvs ett samband mellan y och x.
Anvénder vi beteckningen y’(x) = % kan (2) skrivas som

g(y)a = h(x)
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Differentialekvationer med separabla variabler
ay)y" = h(x)

Sammanfattning

Separabla differentialekvationer:

HOGSKOLAN
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dy _
9() g = h(x)
Lésningsmetod: "Multiplicera bada leden med dx” och integrera:
[ anay = [ nood

Ger samband mellan y och x dar man ibland kan I6sa ut y.

v

Exempel 9 (forts)

3}’2%:sinX©/3y2dy=/SinXdX©y3:_C°5X+C

.. Den allmé&nna l&sningen ges av y(x) = (C — cos x)%
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Differentialekvationer med separabla variabler
ay)y" = h(x)
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Exempel 10

Lés begynnelsevardesproblemet
{y’ =y (1 +xe )
y(0) =1

Exempel 10 i Mathematica:
@ Allman I6sning:
DSolvely’ [x]==y[x] "2 (1+x*xExp[-x]),y[x], x]
@ Sokt 16sning:
DSolve[{y’ [x]==y[x]"2 (1+x*Exp[-x]),y[0]==1},y[x], x]

Exempel 11 (Tentamen 090116, uppgift 4b)

Bestédm den 16sning y(x) till differentialekvationen
(A +x%)y =x2% x>0,

for vilken lim y(x) = 1. (4p)
x—0+t
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