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Derivatan av inversen till en funktion o

Exempel 1

y = f(x) = /x &r strangt vaxande och har en invers.
Bestam Df(x) och Df~'(y).

Lésning:
! y=f@) =V
y /2
f(X) = \/)7: X1/2
1 12 1 e f
Df = - = f@)=vz

= Df(x) 5% /%
Inversen:y = +x < x=y? y>0.

L y) = yYP=Df'(y)=2y

Z ) = z

- 1 1
Anm: Df '(y) =2y =2/x = — = — .
217 Df(x)

Gaéller detta allmant?
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Derivatan av inversen till en funktion
A

y+ Ay = flz+Ax)

HOGSKOLAN
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Az

| I
——

F'y+Ay)—f'(y)
Ay

Sats 1 (Derivatan av invers)

e=F ) sthe—F ytay)

1 _ 1
Ay T f(x+Ax)—f(x)
=1 (y+ay)—f=1(y) Ax

1 . .
— Wdan—>OdvsdaAy—>0
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Derivatan av inversen till en funktion

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Bestam D arctan x.

™ U
Yy = arctanXx & X =tany, ) <y< 5

1 1 1
Dtany 1 +tan2y 1+ x2

= Darctanx =

Sammanfattning av deriveringsregler

Q D(f+9)=f+¢
Q D(f-g)="fg+fg
f B f/g_ fg/
0 0(g) =~z
Q Df(g(x)) = f'(g(x))g'(x)
Q DIF'(y)=prg OMF(x) #0
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Hogre derivator

o Derivatan av f'(x) kallas andra-derivatan.

2
Beteckningar: f’(x), f®(x), D?(f(x)), %
n
o Pss betecknas n:ite-derivatan: " (x), D"(f(x)), %

Exempel 3

Bestam D° In x.

Lésning:
Dinx = % X!
=Dhx = (—1)x7?°
=Dlnx = (-2)(-1)x°
=D'Inx = (=8)(-2)(-1)x*
= D°lnx = (—4)(=3)(-2)(-1)x"°=(-1)*4Ix"°

HOGSKOLAN
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Allmant: D" Inx = (—1)""(n — 1)1x~"
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Extremvéarden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

y=fla)

o
=

S

2

8

SR R
S

S8

=Y

o f har lokalt maximum i x1, x3, b+ lokala maximipunkter

@ f har lokalt minimum i xo, x4, @ <« lokala minimipunkter

o f'(x1) = f'(x) = f'(xa) = 0 = x1, X2, X4 &r stationdra punkter

o Lokala max- och min-punkter/varden kallas lokala extrempunkter/varden

Om f har ett lokalt extremvérde i en inre punkt xo i definitionsomradet och om f(x)
ar deriverbar sa ar f'(xo) = 0.
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Extremvéarden
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Ar xo alltid en extrempunkt om f'(xo) = 0?

Ex: f(x)=x*=Ff(x)=38x*=f(0)=0

Xp &r en terrasspunkt dvs en stationdr punkt som inte ar en extrempunkt.

Sammanfattning

Om x, &r en stationar punkt dvs om f'(x) = 0, sa kan xo vara en lokal minimi-,
maximi- eller terrasspunkt.
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Extremvéarden
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Antag att f'(xo) = 0 och f’(xp) > 0:

Xo + h) — f’(Xo) — lim f/(Xo + h)

h h=0 h >0

. f(
11 _

/() = i,
For tillrackligt sma h ar alltsa

4 f h)<0omh<0
M >0= { (X0 +h) < = f har ett lokalt minimum i xo

h f'(xo+h)>0omh>0

Gor vi motsvarande for fallet f/(xo) < O far vi:

Om f(xo) = 0 och " (xo) existerar s& géller:

@ "(x) > 0 = f(x) har lokalt minimum i X
Q "(x) < 0 = f(x) har lokalt maximum i x
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Extremvéarden
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Anm: Om f'(xo) = f’(Xo) = 0 kan man inte dra nagra slutsatser. xo kan vara en
lokal maximi-, minimi- eller terrasspunki. J

f/ — 2
o Forf(x)=x%ar (x) = 3x

f’(x) = 6x
| det har fallet & x = 0 en terrasspunkt.
f(x) = 4x®
f'(x) = 12x>
| det hér fallet &r x = 0 en minimipunkt.

= 1(0)="(0)=0

o For f(x) = x* &r { = f(0)=f"(0)=0

y y
A

y=x
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Extremvéarden
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Exempel 4

x* —8x%
—

Bestam alla lokala extremvarden till f(x) =
F(x)=x*—4x=x(xX*—4)=0< x=0eller x = +2
f'(—2) =8>0 = lokalt min f(-2) = —4

f'(x) =3x* —4= {f'(0)=—-4<0 = lokalt max f(0) =0
f'(2)=8>0 = lokalt min f(2) = —4
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Medelvardessatsen

@ Vi studerar en deriverbar funktion
f(x) i intervallet [a, b]

HOGSKOLAN
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@ Drag en linje L mellan punkterna
(a, f(a)) och (b, f(b)).
o Daar

_ Ay _ f(b) - H(a)

kL*Ax b—a

a c b

Det finns minst en punkt x = ¢ € ]a, b[ sadan att tangenten T till y = f(x)ix = ¢
ar parallell med L dvs
f(b) — f(a)

ki =k
L T < b_a

= f'(c)

Sats 4 (Medelvardessatsen)

Om f &r kontinuerlig i [a,b] och deriverbar i a,b[ sa finns det ett ¢ € |a, b[ sadant
att
f(b) — f(a) = f'(c)(b — a)
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Medelvardessatsen
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Exempel 5

Visa att e — 3* = 0 har en rot x = bi intervallet [0, 1] och uppskatta felet i
approximationen b ~ 0.5.

Lésning:
Vi visar forst att ekvationen har en rot i [0, 1]:
Sattf(x) = e E{TX
= f(x) &r kontinuerlig och strangt avtagande
= f(x) har hégst nollstélle x = b.
f(0) = 1>0
1 5 1 5 3
M) = s72<373-3<0

= f(x) har ett nollstalle i ]0, 1]
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Medelvardessatsen
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Exempel 5 (forts)

Vi kan anvanda medelvardessatsen for att uppskatta storleken av felet |b — 0.5|:
Medelvardessatsen

Om f &r kontinuerlig i [a,b] och deriverbar i Ja,b[ sa finns det ett ¢ € ]a, b[ s&dant att
f(b) — f(a) = f'(c)(b — a)

f(b)—f(0.5) = f(c)(b—05)=|b—0.5 = |f(,0'5)|
s —— ()|
=0 felet
’ _ X _ § = § l §
T R R 5

o e Ta731TaT 1

= |b— 0.5 <

. Roten b =0.540.02
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Véaxande och avtagande
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@ f(x)=0férallax e | < f(x) &rkonstant i |.

Q f'(x) >0 forallax e | < f(x) drvdxandeil.

Q f'(x) >0 férallax € | = f(x) &r stréngt véxande i I.
Motsvarande géller fér (strdngt)avtagande

Exempel 6
Visa att e > 1 + x for alla x.

Exempel 7

3
Rita kurvan y = f(x) = x2X7—3 (Tenta 020327, uppg 2, 5p)

Exempel 8

| A\

Rita kurvan y = f(x) = X

;L 3 { 4arctanx. (Tenta 070111, uppg 3, 5p)
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Optimering X
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Var och nar antar en kontinuerlig funktion stérsta och minsta varde i ett intervall
[a, b]?

y
f'(z0) existerar o

@ maximum i b (&ndpunkt) @ maximum i xo f'(Xo) existerar ej

@ minimum i xo (f(xo) = 0) @ minimum i a (&ndpunkt)

Om f &r kontinuerlig i [a, b] sa har f eft maximum och ett minimum i [a, b] vilka
antas i ndgon av féljande punkter:

Q aellerb
Q enpunkt x, € |a, b| sadan att f'(xo) inte existerar

Q enpunkt xo € )a, b] sadan att f'(x) = 0
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Optimering
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Exempel 9

En bonde ska géra en rektangular inhdgnad av 100 m staket. Ena sidan av
inh&dgnaden utgdrs av en béck och behdver inget staket. Vilken &r den stérsta
mdjliga arean av inhdgnaden?

| A\

Exempel 10

En cylinder ar inskriven i en kon. Hur stor del av konens volym kan cylindern
hégst uppta?
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Optimering o

Exempel 11
En fyr ligger i havet 5 km utanfér en lang rak strand dar det finns en elstation.
Strackan mellan elstationen och den punkt pa stranden som har det kortaste
avstandet till fyren ar b = 10 km.
Pelle ska dra kabel fran fyren éver havet till en punkt P pa stranden och sedan
darifran till elstationen. Kostnaden att dra kabel pa land ar 25 kr/m och i havet ar
det dubbelt sa dyrt.

a) Var pa stranden ska punkten P ligga for att kostnaden for kabeldragningen

ska minimeras?
b) Andras svaret om b = 2.5 km och i s& fall hur?
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Optimering
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Exempel 11 (forts)

Loésning: Fyr
“ Va2 + x?
x P b—x Elstation

b

o Satt k = 25 kr/m och kp = 2k = 50 kr/m.
o Totala kostnaden for kabeldragningen ges da av funktionen

K(x) = knvV @ +x2+ ki(b—x) =k(2va +x2+b—x),0<x<b

o Eftersom K(x) ar deriverbar (= kontinuerlig) i / = [0, b] antar K sitt minsta
varde i nagon av I:s &ndpunkter eller i en punkt xo déar K’(xp) = 0.
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Optimering
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Exempel 11 (forts)

Eventuella stationéra punkter till K(x) = ki(2v/@2 + x2 + b — x) ges av:
;.2X_1):k,(2x—\/a2+x2):0
2Va +x2 Ve +x2

&S 2x—Va+x2=0 & x=

a
a>0,x>0 V3

K(x) = k (2

Eftersom b = 2a far vi:

K(0) = k(2v/a +02+b-0)=k(2a+b)=4ka
K(%) k,(2,/a2+§+b— %) = ki(v3a+ b) = (2 + vV3)ka < K(0)
K(b) = Kk(2v& + b2 +b—b) =2ky/@ + b2 = 2v/5ka > K(0)

5
V3

) = (2 + V/3)kia ~ 466500 kr

.. Kostnaden blir minst om punkten P ligger 10 — == = 7.1 km fran elstationen

a

= Kinin = K(%
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Optimering o

Exempel 11 (forts)

Om b = 2 = 2.5 km: K(x) och derivatans nolistélle a/\/3 ~ 2.89 paverkas inte
men nollstallet ligger utanfér intervallet [0, b = 2.5]

= f(%) kan inte vara funktionens minsta vérde

= minsta vardet maste antas i nagon av andpunkterna:

K(O) = k(2@ +02+b-0)=k(2a+b)=k(2a+g)= 5%"’
K(b) = k(2V@+ 1P +b— b)=2k/a@+ b2 =2k + %
= Bka < K(0)

.. Minsta kostnaden far vi om vi drar kabeln direkt fran fyren till elstationen

= Knin = K(b) = v/5kia ~ 279500 kr
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