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Derivatans definition oo

Exempel 1

s-t-graf for ett féremal i rérelse. s(0) = 0.

s=od Hastigheten konstant:
Rét linje dar riktningskoefficienten
= hastigheten v

kr = v(ty)

tangent

Hastigheten ej konstant:

v(ty) = lutningen péa kurvan s = s(t) vid tiden %

= riktningskoefficienten fér tangenten till kurvan vid
tiden f,
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Derivatans definition

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 2

Urladdning av kondensator:

tangent

\/

to

~
N

Urladdningsstrémmen i(%) i kretsen vid tiden %
= riktningskoefficienten fér tangenten till kurvan q = q(t) i punkten f.
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Derivatans definition o

THALMSTAD.

Vi far ett matt pa hur snabbt en funktion f(x) &ndras i en punkt P genom att
bestdmma riktningskoefficienten fér tangenten till kurvan y = f(x) i P.

y

y= flx)
fl+h) Q @ Metod: Drag en sekant genom P och Q.
selant B f(x+ h) —f(x
e @ Approx: Kangent = Ksekant = %
J(z) /P < @ Sekanten narmar sig tangenten da Q
/// nérmar sig P < h — 0

Definition 1 (Derivata)

Om grénsvéardet
lim f(x + h) — f(x)

h—0 h
existerar s& ar f(x) deriverbar i x. Gransvérdet kallas derivatan av f i x.
. , df
Beteckningar: f'(x), Df(x), ax
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Derivatans definition

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 3

Bestam derivatan av f(x) = x? i en godtycklig punkt x.

Lésning:
fx+h) —f(x) _ (x+h?—x*  x*+2xh+H —x*
h - h - h
2xh+ H

= T:2x-|—h—>2xdélh—>0

SF(x) = 2x

Definition 2 (Tangent)

Tangenten till y = f(x) i x = xo = Den réta linje genom (xo, f(Xo)) som har
riktningskoefficienten f'(xo).
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Derivatans definition

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 4

Bestam tangenten till kurvan y = f(x) = x2 i punkten x = 3.

Lésning:

' (x) 2x
= Kangent = fl(s) =2-3=6

Tangentens ekvation:

kx+me m=y— kx

y 2 4 6 X
= f3)-f(3)-3=9-6-3=-9 _1}4/
Sy = 6x-9
Bestam a) De* b) DiInx ¢) Dsin x
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Deriverbarhet och kontinuitet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Ar varje deriverbar funktion kontinuerlig?

f(x) kontinuerligi xo < f(x) — f(%) dax — xo /
flxo)

& f(x)—f(x) > 0dax — xo

Satth=x— x5, X > X < h—0

f(X() + h) — f(X())

h h

= f(x) —f(x0) = f(x+h)—~f(x)=
— f(%)-0=0dah—0

f(x) deriverbar i xo = f(x) kontinuerlig i X
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Deriverbarhet och kontinuitet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Ar varje kontinuerlig funktion deriverbar?

Exempel 6

Y

y=flx),
X, x>0

—x, x<0

f(x) = Ix| = {

| o

f ar kontinuerlig i punkten x = 0. Ar f deriverbar i x = 0?

fO+h)—f0) [0+h—J0] |a [1omh— 0"
= = — %
h h h —1omh— 0~

.. Grénsvérdet existerar inte och f(x) &r inte deriverbari x = 0.
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Deriverbarhet och kontinuitet

Minnesregel:

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

o f kontinuerlig i = kurvan y = f(x) "hanger ihop"

o f deriverbar i = kurvan y = f(x) "hanger ihop och ar mjuk”

Y

y
y=f(x)

f kontinuerlig, ej deriverbar i xo

o
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Produktregeln
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Bestam D(€* sin x)

f(x+h) — f(x) e sin(x+h) — e sinx

h 5 = ... Jobbigt!
Vi behdver en regel for D(f - g) !
f(x + h)g(x + h) — f(x)g(x)
h
f(x + h)g(x + h) + f(x)g(x + h) — f(x)g(x + h) — f(x)g(x)

h
g(x + h) + f(x)
- f(x)g(x) +f(x)g'(x)dah—0

Produktregeln
D(f-g)=1-g+f-o

glx+h) —g(x)

f(x + h) — f(x)
h h
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Produktregeln

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Anm: g(x) = k = konstant = D(k - f(x)) =0 f(x) + k - f'(x) = kf'(x) )

Exempel 7 (forts)

D(€e"sin x) = €”sin x + €“cos x = €*(sin x + cos x)
Fg #g P

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MA2001 Envariabelanalys Nagot om derivator del 1



Kedjeregeln

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 8

Bestam De*  « sammansatt funktion: f(g) = €%, g(x) = x*

f(x+h)—f(x) et _g°

= 1 '
h A ... Jobbigt!
Vi behéver en regel for Df(g(x)) !
Satt: Ag=g(x+h)—g(x), h—-0< Ag—0
flox+ M) —flg(x)) _ f(9g+A9)—flg) _ fg+Ag)—1f(g) Ag
h h OmAg #0 Ag h
_ fla+Aag) —Hg) gx+h) —9g(x) o () dA
= Ag h — f(g(x))-g'(x)dah—0
—f'(9) —g’(x)

Kedjeregeln
Df(g(x)) = f'(9(x)) - g'(x) + Inre derivatan
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Kedjeregeln

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

e
Anm: Det finns "elaka” funktioner som t ex >0 (2") for vilka

Ag = g(x + h) — g(x) = 0 for godtyckligt sm& h men beviset ovan kan modifieras
sa att kedjeregeln galler aven fér dessa funktioner.

v

Exempel 8 (forts)
De =7

Lésning:

Hg) =e"=f(g)=e=e"
g(x) =x*=g'(x) =2x

} = D&’ =f(g)-g(x)=€" -2x

Exempel 9
Bestam a) D cos x b) Dx“ c) Da* d) D1
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Kvotregeln

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 10

Bestam Dtan x

sin(x + h)  sinx
sin X f(x+ h)—f(x) cos(x+h) cosx
_ - _
cos X h h

= ... Jobbigt!

Vi behéver en regel for D(é) !

f 1 f ;1 1 o ;1 1,
a =f 5 Produ:kt>regeln D(g) =1 6 + f- D(&) Kedj(-;egeln £ 5 + F- (_Eg)
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Kvotregeln o

Exempel 10 (forts)
Kvotregeln ger nu:

.f f g f g
sin X cos Xcos X — sin X(— sin X
Dtanx = D( ): 5 ( )
cos X cos? X
g g2
1
cos? X
cos? X + sin® x 2 w
= ——5_ =4 cosx | sin“X
cos? X E E ,
cos? X cos?X __
- 5. = 1 +tan X
cos® X
cos? X )
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Sammanfattning av deriveringsreglerna o

o D(f+g)=1+g oD(i)zifg_zfg
D(f-g)=Ffg+fg g J

B o Df(g(x)) = F(g(x))g(x)

v

Exempel 11

x3 —2x
S _
Bestam f'(x) om f(x) = 1o
Lésning: g fg
2 2 3
!
] (X =-2)(x*+2) — (x* —2x)-2x
Kvotregeln: f'(x) = (x2 +2)2
g2
_ 3x 4 6x2—2x2 — 4 — (2x* — 4x?)
= (x2+2)2

0@ +2)2
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Sammanfattning av deriveringsreglerna

HosEo
Exempel 12

2 _sinx

Bestdm A’ (x) om h(x) = x“e
Lésning:
Produktregeln och kedjeregeln:

/ _ f-sginx 2 f‘gsinX
h(x) = 2xe""+x“D(e™")

f(g) = € = f(g) = & = &~

sinx __ g A _ sinXx
g(x) =sinx = g'(x) = cosx }:De =19)-g(x)=e cosx

sin X 2 sinx sin X

= h'(x) = 2xe™* + x*€”"* cos x = xe""*(2 + X cos X).
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Sammanfattning av deriveringsreglerna

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 13

2
= ’ . 2xe~ ¥
Bestam h'(x) om h(x) = T
Lésning: " .
2 2
: oy D@xe™)(x* —1) —2xe™™ - 2x
Kvotregeln: h(x) = e 1)
92
2 f,.gz e 2
Produktregeln: D(2xe™ ) =2e™* +2xD(e ™)
Kedjeregeln: D(e™)=e . (—2x)
PO g
e - e r2xe i (20)(¢ 1) ~2xe 2
- (@ -1y
26 (—2x* £ X2 —1)
- =17
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Implicit derivering

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 14

Bestam ekvationen fér tangenten i punkten (1, —1) till kurvan

-y —xy—x=2
o Att férst I16sa ut y som funktion av x ar jobbigt s& det gor vi inte!
o Vi konstaterar att (1, —1) faktiskt ligger pa kurvan:

1P (1P —=1.(-1)-1=2 Ok

@ Vikan betrakta y som en funktion av x och derivera bada sidor med
avseende pa x:

3 -3y —(1-y+x-y)—1 = 0
kedjeregeln produktregeln
38 —y—1 = By +x)y
2 J— p—
sy = X —y-1

3y2 + x
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Implicit derivering

HOGSKOLAN
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Exempel 14 (forts)

o Riktningskoefficienten for tangenten i punkten (x,y) = (1,—1) ar y’(1):

3x2—y—1 3.12—-(-1)—-1 3

/ o / . _ ¥
Y=g Y=gy~ g

@ Tangenten gar genom (1, —1):

-1+m<:>m——z
T4

AW

y = kx+me —1=

SN

. Tangentens ekvation &ar y = $x —

o Implicit derivering innebér alltsa att derivera en funktion som &r implicit
definierad av en ekvation dvs funktionen inte &r given explicit som t ex
y(x) = 2x® — 3sin x.

@ Ekvationen definierar en kurva som i de flesta punkter har en lutning som
gesav y'.
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Derivator i Mathematica

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Derivator i Mathematica (Ex 11b):

Inf41]:= D[x A2 * Exp[Sin[x]], x]

FullSimplify[%]
out[41]= 2 eSinlx] x 4 e81inlx] x2 Cos[x] ﬁ
out[42]= e3inx) x (2 + x Cos[x]) 3

Implicit derivering (Ex 12):

In38]:= ekv = xA3 -y [xX] A3 -x*y[x] - X =
sol = Solve[D[ekv, x], v'[x]]
sol/. {x-1, y[x] »-1}

3 3

out[3gl= -x + x> - xXy[x] ~y[x]? = 3

-1+3x2%-y[x] }}

Out[39]= {{y’[x] - xs3y[x]?

Out[40]= {{y’[l] - %}}
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