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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhalla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 3 och
godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.

1. (a) Berdkna griansvirdet (2p)

rcosx —sinx
im .
z—0e® +1n(l —x) —1

(b) Beriikna integralen (8p)
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. Los begynnelsevardesproblemet (5p)

y// + 3y/ + 2y — e—x’
y(0) =1, y'(0) = —1.

3. Bestam eventuella lokala extrempunkter och terrasspunkter till

22—z —1
fo) ===
samt eventuella asymptoter till kurvan y = f(z). Rita ocksa kurvan i grova drag. (5p)
4. (a) Hérled formeln for partiell integration. (1p)

(b) Bestdm den 16sning y(x) till differentialekvationen

3

f—2y———=0
oy =2 -5 =0,
for vilken y(1) = . (4p)
5. (a) Visa att den generaliserade integralen
V4 cos
—dx
0o VT
ar konvergent. (Ip)
(b) Maclaurinutveckla cosz till och med ordning 3 och utnyttja polynomet {6r att berdkna
ett approximativt virde pa den generaliserade integralen i (a). (2p)
(c) Visa att approximationen i (b) har 4 korrekta decimaler d.v.s. att felet &r mindre
dn 0.5- 1074 (2p)
6. (a) Hérled formeln for derivatan av produkten av tva deriverbara funktioner. (1p)

(b) IT-ingenjoren Sara har fatt i uppgift att uppskatta hur antalet internetanvindare i vérlden
okar. Ar 2002 uppskattades andelen internetanviindare till 10% och &r 2018 var andelen 50%.
Sara har kommit fram till att f6ljande modell beskriver denna 6kning: Andelen som anvén-
der internet okar med en hastighet som vid varje tidpunkt dr proportionell mot produkten
av andelen som anvinder internet och andelen som inte anvinder internet. Nar kommer an-
delen internetanvandare i varlden passera 90% om vi forutsatter att Saras modell beskriver
verkligheten korrekt? (4p)

Lycka till!
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Losningsforslag

1. (a) Viborjar med Maclaurinutveckling av ndmnaren. Pga entydigheten hos Maclaurinutvecklingen
far vi (—z - 0da z — 0):

2 3 o2 PR Y:!
e’”+ln(1—x)—1:1+x+%+%+(’)(m4)+(—x)—( ;) +( :f) +0(z*) -1
3
=L 4 o@Y).

6

Eftersom den forsta icke-forsvinnande termen i ndmnaren &r av ordning 3 sa utvecklar vi
taljaren t.o.m. ordning 3:

2 3 3

xcosz —sinz = x(1 — 2—' +0(z") — (z — % +0(2)) = —% +O(z®).
Vi far till slut
TCcosT —sinx —%3+(’)(x5) -3+ 0(2?)

e +ln(l—2)—1 -2 1 O@) —§+0(x)
(b) Vi gor en variabelsubstitution fér att bli av med roten:

t=+z & x=1t

4
1
—— _dr | = dr=2tdt
/ 1++2)2
o (1+va) r=0&t=0r=4ct=2

2 2 2
1 1-1 1 1
:/ 72tdt:2/ Ldtzz/ (—)dt
0 (1+t)2 0 (1+t)2 0 1+1¢ (1+t)2

172 4
=2 |l +t/+—] =2In3—-.
[n| +|+1+J0 neTs

2. Den allménna lésningen ges av y = yp + vy, dér y; &r den allménna ldsningen till motsvarande
homogena ekvation

Lly)=y"+3y' +2y=0
och y, en partikuldrlosning till

Lly) =e " (1)

Lésning till homogena ekvationen: Det karaktéristiska polynomet p(r)

=r24+3r+2=(r+1)(r+2)
har nollstéllena r; = —1, 79 = —2 och den allménna 16sningen till L(y) =

0 ar darfor

yn = Cre” " + Coe™ .

Partikuldrlosning: Eftersom e™* &r en exponentialfunktion infér vi hjalpfunktionen z och gor stan-
dardansatsen:

Yp =z " =y, = (2 —2)e " =y = (2" -2 +z)e”".
Inséttning i (1) ger nu
y' 43y +2y=(2" -2+ 2432 —2)+22)e T ="+ Ve T =T+ =1.
Vi ser direkt att z = x &r en 16sning och vi far y, = xe~*. Den allménna losningen till (1) &r dérfor

y=yn+yp,=Cie "+ Che 2 4+ ze™®.



Fran begynnelsvillkoren far vi
y(O):C1+CQ+0:1<:>02:1—Cl
Y (r) = —Cre ™ —2C2e ™" +e % —xe " = (-C1+1—x)e™® —2(1 — Cy)e™**
:>yl(0):—Cl+1—2(1—01):C1—1:—1@01:0, Cy=1.

Den sokta 16sningen &r alltséa

. Vi bestdmmer forst eventuella stationdra punkter till f(z):

f(z) = x x—ij— 1 = ) = 2z — 1)(= —(i) 2()33 —zx—1)-1 _ (x z;)(;c); 3) _0

< =1eller x = 3.

Sedan undersoker vi derivatans tecken och tar féorutom de stationéra punkterna dven med punkten
z = 2 dar f och f’ inte ar definierade: Till sist bestimmer vi eventuella asymptoter till kurvan

+ +
fl@)y | 24 ) N o= N\ fB) /S

y = f(x). Eftersom f(z) &r en rationell funktion dir ndmnaren #r noll fér = 2 medan téljaren ar
skild fran noll fér = 2 har f(z) den lodrita asymptoten = = 2. Pga att f(z) ar rationell ger en
enkel polynomdivision direkt eventuell sned asymptot:

A | 1

= — = 1 .

/(@) xz—2 & + T —2
Sned asymptot

Sammanfattning: Funktionen f(z) har en lokal maximipunkt i 2 = 1 med virdet f(1) =1 och en
lokal minimipunkt i = 3 med vérdet f(3) = 5. Kurvan y = f(z) har den lodrita asymptoten
x = 2 samt den sneda asymptoten y =z + 1 d& x — Fo0.
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Figur 1: Kurvan f(z) = r—t--
x—2
(a) Om F'(x) = f(z) och g(x) &r deriverbar har vi:
D(Fg)=Fg+Fg =fg+Fg < fg=D(Fg) - Fg

o / e Fo)g(e) - [ Flag/(x)da.

(b) Detta dr en linjér differentialekvation:

T 2
—y——— =0y ——y=
A A y— v



Multiplikation med den integrerande faktorn e¢(®) = ¢=2Inlz| — ¢ ol ™ = L= L ger:
|] x
1 2 1 1 1 1
/
Yoty =D <%> Ty Y :/de:man“c

< y(z) = 2?(arctanz + C) < Allmén 16sning

dér C ar en godtycklig konstant. Villkoret y(1) = 7 ger nu

y(l):12(arctan1+0):%+0:w¢>6‘:?%T

och den sokta losningen &ar darfor

3
y(x) = 22 (arctanx + I)

(a) Integralen &r generaliserad i © = 0. Eftersom 0 < cosz <1 f6r 0 < 2 <1 far vi:

0< cos T < 1
TV T Wz
och eftersom fol w%dx ar konvergent omm « < 1 (dvs. 01/ : mll/z dz dr konvergent) kan vi dra

slutsatsen att den sdkta integralen ar konvergent.

Anm: En primitiv funktion till integranden kan inte uttryckas med elementéira funktioner sa det
ar inte 16nt att forsoka visa konvergensen genom att berikna integralen med inséttningsformeln.

(b) Med f(x) = cosz ger Maclaurins formel f6r n = 3:

" (3) (4) .

cosz = £0) + 1/ + LD LT SIOC 2y colC)e
| | (z) R(.)
p3(x 3(x

dér € dr ett tal mellan 0 och 2. Observera att z3-termen &r noll och dérfor dr cosz utvecklad
t.o.m. ordning 3 dven om polynomet har grad 2. Vi far nu

Vi g t=yzer=t3t>0

V4 cosx V4 pg(x) 1-%5
dxz/ dxz/ 2 dx = dx = 2tdt
/0 vV oV 0 vV

r=0et=0z=1t=1
1/21_ﬁ 1/2 /5 1/2
:/ 22tdt:/ (2—t4>dt: {27&—]
0 t 0 510
1 159
=l- % =10 (= 0.99375).

(¢) Storleken av felet i approximationen i (b) ges av

1/4 Ra(z) B 1/4 cosi&l)z“ cos(0) 1/4 4 1 1/4 .4 1 1/2 .
dr| = dr| < —dx = —dx = todt

=0.5-10"*

1 [tf’r”" 1 1 1
9

= — | — — < =
12 0 12-9-512 ~10-4-500 20000
dér vi utnyttjade samma variabelsubstitution som i (b).

(a) Om f(z) och g(z) dr tva deriverbara funktioner sa soker vi derivatan av f(x)g(z) och vi far

differenskvoten
fl@t+h)gl@+h) - flx)glx)  fla+h)glx+h) - flx)g(z+h)+ f(z)g(z +h) — fz)g(x)
h h

gz +h) —g(x)
h

(z+h)+ f(x)
— f'(2)g(x) + f(z)g' (z) da h — 0

f(fﬂ+hf);f(l’)g

dvs D(fg) = f'g+ fg'.



(b) Sétter vi y(t) = andelen internetanvindare vid tiden ¢ rdknat fran ar 2002, innebédr Saras
modell att

{y%t) = k(01 = y(1), @
y(0) = 1/10.

y = 1 &r en losning till (2) men det &r inte den vi soker eftersom y(0) # 1. Vi kan dérfor
dividera med 1 — y och ser d& att differentialekvationen ar separabel:

1 !
— =k
yi—y)?

Integrering av bada leden:

1 11
/yﬂ—y)y , Ty ly[ —In |1 -y 1

o % = 40 = £eC1eh = Chelt (Cy = 91 #£0)
)

y‘:m+a
—y

kt

. 1
@y(t):m dar CS:@

Den allménna 16sningen till (2) ges nu av

ekt

W =rre

déar C &r en godtycklig konstant och C' = 0 motsvarar 16sningen y = 1 ovan.
Fran begynnelsevillkoret far vi
e’ 1 1

A e R G A [ R

Med hjilp av informationen att andelen efter 16 ar (2018) ar 50%, dvs y(16) = 1/2, kan
proportionalitetskonstanten bestammas:

el6k 1 In3
6)=——=-k=—
v(16) = Ter g = 2 8
Vi har alltsa
Bt 3t/8
y(t) = 1z = ai/8
est49 349
Det ar nir andelen internetanvindare nir 90% ges nu av:
3t/8 9
) = —5—— = — t =32
v =gmig 0 3

dvs ar 2034.



