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motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 3 och
godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.
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(a) Hérled formeln for partiell integration.

(b) Berikna integralen
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(¢) Berdkna grinsvirdet

. 14+ (z—1)cosz +1n(l —x)
im .
z—0 arctanx — sinx

. Los begynnelsevirdesproblemet

Yy’ 4+ 3y + 2y = 2we™ 7,
y(0) =y'(0) = —1.

. Bestam eventuella lokala extrempunkter och terasspunkter till

samt eventuella asymptoter till kurvan y = f(z). Rita ocks& kurvan i grova drag.

(b)
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2 +3zx+1
f(x)zig
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(a) Hérled derivatan av e®.

Bestdm den 16sning y(z) till differentialekvationen

p_ Y
o 1+4x

for vilken y(0) = 2.

Visa att den generaliserade integralen

/ e dx
o Vz(l+ )32
ar konvergent utan att berékna den.

Berdkna den generaliserade integralen i (a).

Hérled formeln foér derivatan av produkten av tva deriverbara funktioner.

(5p)

(2p)
(3p)

(Ip)

Nar ingenjorsstudenten Pelle skrev tentan i Envariabelanalys var han s& nervos att han glomde
bort produktregeln. I en uppgift anvinde han istéllet (fg) = f’'¢’. Men trots detta blev
resultatet dnda ritt och eftersom léraren réittade slarvigt markte han inte felet och Pelle fick

godkiint pé tentan. I Pelles uppgift var f(x) = emz, g(l) =eoch z > % Vad var g(z)?

Lycka till!

(4p)
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1. (a) Om F'(z) = f(z) och g(x) &r deriverbar har vi:
D(Fg)=F'g+Fg = fg+Fg « fg=D(Fg) - Fg
@/f x)dx = F(z)g(z) —/F(m)g'(m)dw.

(b) Substitutionen t = /x < x =12, t > 0, gerdr =2tdt. r =0 &t =0,z =4 &t = 2.
Integralen berdknas nu enkelt med partiell integration enligt (a):

4 2 2
/eﬁ'dx=2/ ettdt:2<[€tt]§_/ et'ldt):2[€tt—€t]§22(262—62—(60-0—60))
0 0 0

=2(e* +1).

(¢) Vi boérjar med Maclaurinutveckling av ndmnaren:

3

: a? 5 a? 5 z 5
arctanx—smm::v—?—i—(’)(a: ) — x—g—i—O(x) :—F—l—(’)(x ).

Eftersom den forsta icke-forsvinnande termen i ndmnaren &r av ordning 3 sa utvecklar vi
téljaren t.o.m. ordning 3. Pga entydigheten hos Maclaurinutvecklingen far vi (—z — 0 da
x — 0):

1+(z1)cosx+ln(1x)1+(x1)<1x22+(9(:174)> fzfﬂJr@JrO(z‘L)

2 3
53
=——40
o)
Vi far till slut
3
1+ (@—cosz+In(l—=) =3 1+ O(a*) _ -3+ 0(z) Cdhe 0
arctanx — sinx _Lg’ + O(z?) _% + O(22) :

2. Den allménna l6sningen ges av y = yp + ¥, dar y, ar den allménna l6sningen till motsvarande
homogena ekvation

Ly)=y"+3y' +2y=0
och y, en partikuldrlosning till

L(y) = 2xe™". (1)

Lésning till homogena ekvationen: Den karaktiristiska ekvationen r2 + 3r + 2 = 0 har rétterna
r1 = —2 och 73 = —1 och den allménna lésningen till L(y) = 0 ar darfor

Yp = Cie ™" + 026_238.

Partikuldrlésning: Eftersom hogerledet &ar ett polynom multiplicerat med en exponentialfunktion
infor vi hjalpfunktionen z och gor ansatsen:

Yp =26 "=y, = (2 —2)e " =y = (2" =22 +2)e”
Inséttning i (1) ger nu
YV +3Y +2y=(2" -2 42430z —2)+22)e " ="+ e T =2 &+ =22 (2)
Ansatsen z, = (ax 4 b)x = az® + bx = 2, = 2ax + b = 2] = 2a insatt i (2) ger nu

2+ =2a+2ax+b=22ra=1b= -2



och vi far y, = (22 — 2z)e~*. Den allménna lésningen till (1) dr dérfor
y=yn+yp=(Ci+ 22 = 2x)e™" + Che 2",
Fran begynnelsvillkoren far vi

Y(0) = Cr 4+ Co = —1 e Cy = —1 — C,
y(z) = (22 —2)e ™ — (C) + 2% — 22)e ™ — 2Che 2" = (—=C) — 2 + 4z — 2)e™* — 2Che "
= (0)=—C1 —2-20,=1+4+Cy—2-2Cs=—1—Cy=—1
&0 =-1,05=0.

Den sokta 16sningen &r alltsa

y(z) = (2® =22 — 1)e ",

. Vi bestdmmer forst eventuella stationdra punkter till f(z):

2 +3x+1
f(x) = 2
(Ba?2 +3)a? — (2> +3z+1)-20 22 -32-2 (z+1)%(x—2)
= f’(]}) = (m2)2 = xS T 1~3 =0
S =—1ellerx =2

*Gissning ger t ex roten —1 och faktorn = + 1. Polynomdivision ger sedan andragradsekvation och
de tva Gvriga faktorerna.

Sedan undersoker vi derivatans tecken och férutom de stationédra punkterna tar vi &ven med punkten
2 =0 déar f och f’ inte &r definierade:

x| 1 0

* —

+ + +
fl@) |7 =0 2« N f)

Till sist bestdmmer vi eventuella asymptoter till kurvan y = f(x). Eftersom f(z) &r en rationell
funktion dér ndmnaren &r noll medan téljaren #r skild fran noll fér = 0 har f(x) den lodrita
asymptoten z = 0. P.g.a. att f(z) dr rationell ger en enkel polynomdivision direkt eventuell sned
asymptot:

>+ 3z +1 3x+1
f(x):T: X T E
Sned asymptot
Sammanfattning: Funktionen f(x) har en lokal terasspunkt i £ = —1 med véirdet f(—1) = —3

samt samt en lokal minimipunkt i z = 2 med virdet f(2) = £2. Kurvan y = f(z) har den lodrita
asymptoten x = 0 samt den sneda asymptoten y = x da x — Fo0.

1F—

2 +3x+1

Figur 1: Kurvan f(z) = 5
x



(a) Derivatan av en deriverbar funktion f(x) i en godtycklig punkt = ges av

h—0 h

Med f(z) = e far vi differenskvoten

h) — z+h _ rz,h _ x h_]_
f(z+h) f(m)ze - € :eeh € :&eh —e* 1=e"dah—0

——

=1

dvs De” = e”.
(b) Detta &r en linjéar och separabel differentialekvation. Loser vi den som en separabel observerar
vi forst att y = 1 dr en 16sning. For y #£ 1 far vi
, T—2y 1, z
y = Yy =
1+ -y 1+

1
1 1-1 1
@/76&/1/ $ dx:/de:/ 1-— dx
1—-y 1+ 1+ 1+

S -—Infl-—yl=z—In|l+z|+Ae[1—y =er+ol—o=4 1 4 gle=%e™
=B|ll+zle*, B>0<1—y=+B(1l+x)e "

A

Den allménna l6sningen ges alltsa av
ylx) =14+ C(1 4+ x)e™".

dér C &r en godtycklig konstant och C' = 0 motsvarar fallet y = 1 ovan. Betraktar vi istéllet
ekvationen som en linjdr differentialekvation far vi

;T Y

<:> /
14z vt

1+

och multiplikation med den integrerande faktorn

X x

e (&

eG(z) _ efﬁdm _ e:cfln\ler\ _ -+
|1+ x| 1+

(+omax>—-1,—omz < —1)

ger:

v et

e’ ze”
y(1+x)2 <y1+x) (14 )2
er ze” 1 1
Tz /(1+x)2 v ( 1+x> /( +aje ( 1+x> v

1 — 1 v
—zet( —— )+t C=er 2T +m+C= c _+c
14+ 14+ 14z

€
:I:/
Y+

Sylx)=1+C1+z)e”
dvs samma 16sning som tidigare.
Vi far nu
y(0)=14+C(1+0)e"=1+C=2&C=1.

Den sokta losningen dr alltsd y(z) =14 (1 + x)e ™.

(a) Vi observerar forst att integralen &r generaliserad pa tva sétt och vi gor dérfor uppdelningen:

/°° dzx /1 dzx +/°° dzx
o Va(L+VE)P2 o fo Va4 Va2 Va(l+ V)2

Den generaliserade integralen &r konvergent omm bada integralerna i HL ar konvergenta.

For0 <z <1ar
1 1 1

0< < = .
= VE VP S a1+ 02 ol




Eftersom fol z%daz ar konvergent omm « < 1 dr integralen

konvergent.

! dx
/0 V(1 +/z)3/2

For z > 1 ar 1

1 1
R (Y e (RSN Rty

Eftersom floo x%dm ar konvergent omm « > 1 dr integralen

konvergent.

/ o dx

N FEVARE
Eftersom den stkta generaliserade integralen &r summan av de bada ovanstaende &ar den déarfor
ocksa konvergent.

Med substitutionen t = \/z < 2 = t2, ¢t > 0, och dx = 2tdt far vi

1 1 1 4 4
—————dr = | ————=2tdt =2 =— +C = ———=+C.
/ Vil + V@) / 10+ 0 / A+62  iti N WG

Uppdelning enligt (a) ger nu:

1 1 1 ! 1 1 )
O e b A G v ) R AL

/1R\/de4{Jl-l%7ﬁ]f4<\/1i\/ﬁ ¢11+ 1> AR o

Eftersom den generaliserade integralens viarde &r summan av de bada ovanstaende gransvér-
dena &r

€

o 1
———=dr =4.
/0 Vel + o
Om f(x) och g(x) &r tva deriverbara funktioner sa soker vi derivatan av f(z)g(x) och vi far
differenskvoten

flet+h)gle+h) = flx)glx)  fla+h)glx+h) = flx)g(z+h)+ f(z)g(z + h) — f(x)g(x)

h h
IR IE) oy ) o)

— f(x)g(z) + f(z)g'(x) dd h — 0
dvs D(fg) = f'g+ fg'.
Enligt uppgiften har vi
D(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) & D(e” g(x)) = 20e™ g(x) + € ¢ (x) = 22€” ¢/ ()

2z
z) =0
5o —19@)
som &r en linjir homogen differentialekvation av forsta ordningen. Multiplikation med den
integrerande faktorn

& g'(x) -

» In|2z—1 In(2z—1 e ®
6G(ac) _ ef—ﬁdm _ e—f(l—'rTl_l)de _ ef(er%) _ ef(gch%) _

w>% vV 2.’1) —1
ger

D — | =0¢& —=C & = Ce"V2x — 1.
(60 g ) =0 0l0) g = C 5 gla) = Cer VBT T
Eftersom g(1) = Ce'v/2 —1=Ce=e & C =1 sa foljer det att

g(z) =e"V2zx — 1

ar Pelles funktion.

1 2z
Anm: Efter omskrivningen —g’ = 5 7 ser vi att differentialekvationen &ven &r separabel
g L=

och kan 16sas som en sadan. Jfr med uppgift 4 som &ar snarlik.




