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Enhetscirkeln

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 1 (Vinkelmattet radianer)

@ Den vinkel som motsvarar en bage med
langden 1 l.e. i enhetscirkeln &r 1 radian.

1 radian

o Normalt anges ingen enhet om vinkeln
anges i radianer.

@ Vridning moturs motsvarar positiv vinkel.

dh

@ 1varvie.c. & vinkeln 27 radianer.

N

Definition 2 (Trigonometriska funktioner)

| enhetscirkeln:

1
ﬂ P = (z,y) o sinV=y
’ 1 @ cosV =X
__ sinv z
\ OtanV_COSV7 V¢2+nﬂ-
_ cosv _ 1
O cotv=GN =gy, VAEM

N
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Ratvinkliga trianglar e

THALMSTAD.

De béada trianglarna ar likformiga:
° 9 Y _ sin v
b c 1
a x
@ — = =cosV
c 1
o QZX: sin X ~tanv
a X Ccos X

Trigonometriska samband i ratvinkliga trianglar

. motstaende katet

@Qsny=—————
hypotenusan

narliggande katet

@cosV=——"—"—"—
hypotenusan

o tany — motstdende katet

"~ narliggande katet
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Viktiga vinklar

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 1

Bestam sin v, cos v och tan v d& v = % respektive v = %.
Lésning:
4 @ sinT —y— 12_(1)2_£
sing =)y = 2) = 2
T o_ _ 1
O cosy=X=3
N _ 1
OSlng_X_E
T _ ., _ 3
°C0$g—y—7
,n._sin%_
°tan? cQS%—\/§
E—Sin%—i
otanﬁ_cos%_ﬁ
v
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Viktiga vinklar

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 2 Viktiga vinklar!

. 8y @ :
Bestdm sin v, cosvochtanvdav = 7. | v | Sy | cos |
Lésning: 0° | o 0 1
30° us 1 V3
A Pythagoras sats: 5 f f
o s
1 X2+X2:12:>XZ% 45 0 7 7
T V3 1
osni=x=1 60° 15| %5 2
1 . ; 90° | & 1 0
T @ cos s =X= ﬁ 4
i —» @ tan 2 SE"%W =1
T 1 4 cos 7
.
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Symmetriegenskaper och samband

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

1
Lo B \ @ sin(m — v) =sinv
| Ty : @ cos(m — V) = —cos v

- — @ sin(—v) = —sinv  (udda funktion)

@ cos(—V) =cosVv (jamn funktion)

@ sin(5 £ V) =cosv

® cos(f £ V) =Fsinv

. Pythagoras sats = x2 + y2 = 12 &

ol "Trigonometriska ettan”

cos? v +sinv =1
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De periodiska funktionerna sin x, cos x och tan x L

~ @ cos X = cos(X + n- 2m)
Period T = 2x

@ sinx =sin(x + n- 2w)

L

W
.
5
3
S
-
/NL«
x

3(/ Period T = 27
-1
y = tan x
@ tanx = tan(x + n- )
[ m T

Anm: y = tan x har lodréta asymptoter x = (2n+ 1) -

ol
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Additions och subtraktionssatserna o
Fér alla vinklar u och v géller:
@ sin(u+ v) =sinucosV + sin v cos U
@ sin(u— v) =sinucosV — sin Vcos U
Q cos(u+ V) = cosuUcosV —sinusin v

@ cos(u— V) = cosUcosV +sin Usin vV

Exempel 3

v

cosl—cos(ifz) = coszcosz+sinﬁsinz—1i+£ 1 V341
12 3 47349 3 4 3 4 2.2 2

s
S

u=vi(1)och (3) ger:

Sats 2 (Formler for dubbla vinkeln)

@ sin2v =2sinvcosVv

Q cos2v =cos?v —sin?v=2cos?v —1=1—2sinv
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Trigonometriska ekvationer

HOGSKOLAN
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Exempel 4

Los ekvationen sin x = @

Lésning:
x=g+n-27rellerx:7r—%+n-27r=2%+n-27r ]

Exempel 5

Lés ekvationen cos2x = 1 — sin x

Lésning:

cos2X (2:2) 1—2sin®x=1—sinx < 2sin>x =sinXx

. . 1
& sinx|(sinx—=| =0
2
sinx=0&<Xx=n-m
& eller

sinx=J<x=%+n-2rellerx=5 +n-2r
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Trigonometriska ekvationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 6

R . 1
Lds ekvationen cos x = 7
Lésning:

x:§+n-27rellerx:—§+n-27r

v
Exempel 7

Los ekvationen 2sin® x — cos x = 1

Lésning:
sin? x = 1 — cos® x och t = cos x ger

2 _ 2 b1 _ _ _1
20-t)—-t—-1=0 < t+2 2—0@1‘_ 1e||erz‘_2
t=cosx=—-1x=n+n-2r
& eller

t=cosx=3<x=+%+n 2r
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Trigonometriska ekvationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 8

Lds ekvationen cos 5x = cos 3x
Lésning:
cosbx =cos3x & bx=43x+n-2r
2X=n-2r&xX=n-w
™
& eller S X = nZ
8x=n-2r & x=n%

v

Exempel 9

Lés ekvationen sin x = cos 3x

Lésning:
0 s T
sinx = cos(E—X>—c053x<:)§—x—:|:3x+n-27r
S X = E+nzellerx——f+n7r
-8 4 T4
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Hjalpvinkelmetoden

HOGSKOLAN
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Exempel 10
Los ekvationen sin x + v/3 cos x = 1

Allmént: Vi vill I16sa ekvationer av typen asin kx + bcoskx = ¢
@ Kan vi anvanda additionssatsen for sin x (Sats 1.1):

sin(kx 4+ @) = cos psin kx +sinpcoskx  ?

@ Fungerar endast om punkten (a, b) ligger pa e.c. dvs om
a = cosp och b =sinp = a + b* = 1. Vad gdr vi om det inte galler?
o Brytut va? + b2:

asinkx + bcoskx = \/a2+b2( sin KX + ——— cost)
Va2 + b2 \/7

= A(ai sin kx + by cos kx)

= & + b? = 1 = vi kan hitta en hjalpvinkel © sadan att

a . b
COS@:a1:W Sln@:b1:TJ’_b2
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Hjalpvinkelmetoden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

SEMINEEURIGH

Varje funktion av typen f(x) = asin kx 4+ b cos kx kan skrivas pa formen
f(x) = Asin(kx + ¢) dar amplituden A = v/ & + b?

Exempel 10 (forts)

sinx +v3cosx = \/12+\@2< ! V3 cosx)
V124 V3 V12 + V3

= 2 (% sin X + ?cosx) = 2(cos psin X + sin ¢ cos X)

sin X +

& cosgoz%, sinwzgj vikanvéljago:g
. . s . T 1
= sinXx +V3cosx = 25|n(x+§)—1(:>sm<x+§>—§
& X+2=24n.2 eIIerx+E—5—7r+n-2
376 T 3° 6 g
=3 x:—%+n-27rellerx:g+n~27r
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Hjalpvinkelmetoden

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 11

Los ekvationen sin2x — cos2x = 1

Lésning:

Hjalpvinkelmetoden med A = /12 + (—1)2 = v/2:

1 —1
sin2X — cos2x = \/§<—sin2x+—c052x>
Ve V2
= V/2(cos ¢ sin 2x + sin ¢ cos 2x)
— 1
e {YTVE o vikanvilap = -2
sinp = ——% 4
. . s . T 1
= sin2x —cos2x = V/2sin (2X—Z)—1<:>sm <2X_Z)_\ﬁ
T oy T 3r
& 2x—z_Z+n-2weller2x—Z_T+n-27r
& x—z+n-7rellerx—z+n~7r
T4 T2
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Inversa trigonometriska funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Studera funktionen f(x) = sin x:

P <

y =sin x

o]
)

NN
o]
~ I8

o f(x) ar periodisk = f(x) = f(x + 27) = f(x + 4x) = ...
moX # xe # f(x) # f(xe)
= f(x) ar inte inverterbar.

@ Motsvarande galler fér cos x, tan x och cot x.
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Inversa trigonometriska funktioner

Studera istéllet funktionen f(x) =sinx, -5 < x <

rol3

y

A

[

NN

NN
B}
x

[N}

-1

v
o f(x) ar strdngt vdxande = f(x) ar inverterbar och har en invers.

@ Det finns intervall d&r &ven cos x, tan x och cot x &r strdngt monotona och har
invers.
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Inversa trigonometriska funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 3

Inverserna till de trigonometriska funktionerna kallas arcusfunktioner och
definieras genom: - -
y:sinx,—§§x§§, & X = arcsiny
y=cosx,0<x <, & X = arccos y
m s
y:tanx,—§<x<§, < X = arctan y
y=cotx,0< x <, & X = arccot y
”

Lo | o |

arcsinx | [—1,1]

<

Minnesregel:

|
oy

Bl
.

S
3
S lg

arccos X | [—1,1] arcsin y = "Den vinkel mellan

a x , -
e 5% R =) —% och % vars sinusvérde &r y
arccot X R (0, )
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Inversa trigonometriska funktioner

y = arcsin x

z y = arcsinx

[NNE]
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Inversa trigonometriska funktioner

Yy = arccos X

HOGSKOLAN
THALMSTAD.
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Inversa trigonometriska funktioner o
y = arctanx
y
A
yi= tan x o
1
& y = arctan x
- F ’ -3 -2 -1 1 2 3 =8
-1
v=-s

© arctanx — +3 da x — Foo
@ = kurvan y = arctan x har de vagrata asymptoterna x = &% da x — £oo
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Inversa trigonometriska funktioner

Y = arccot X

b y = cotx ) y=a
\ 1 \
o 8 > x 2
En Ry 3 N y = arccot x
-

8l ,
g

1 2 3

@ arccotx — 0 resp m da x — oo resp —oo
@ = kurvan y = arccot x har de vagrata asymptoterna y = 0 da x — oo och

y=mndadx— —oc0
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Inversa trigonometriska funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

1 R ™ s R = 1V __ =
arcsin ; = {Den vinkel mellan —% och 7 som ger sinusvérdet 5} = &

arccos ‘Tﬁ = {Den vinkel mellan 0 och = som ger cosinusvéardet —%} =n

6
Anm:
@ sin(arcsin 1) =1
H H ™ P
@ arcsin(sin 5) = §
H s 2T\ 7
@ arcsin(sin ) = 7 |
Allmént:

@ sin(arcsin x) = x for alla x € [-1,1]
@ arcsin(sin x) = x endastom -5 < x < 7!

Motsvarande galler fér 6vriga arcusfunktioner.
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Inversa trigonometriska funktioner

Hga
Exempel 13
LGs ekvationerna arctan x = 7 och arccotx = —7

Lésning:

@ arctanx =7 & x=tan7 =1
@ arccot x = —7 saknar I6sning eftersom 0 < arccot x < 7 !

A

2
y = arccot x

= x

-3 -2 -1 1 2 3

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MA2047 Algebra och diskret matematik Nagot om trigonometriska funktioner ~ 23/24



Hyperboliska funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 4
Cosinus-, sinus-, tangens- och y
cotangens-hyperbolikus definieras enligt:
e +e”
@ coshx = +T
e _ e ¥ y = cosh x y = sinh x
@ sinhx= ———
2 1 X
sinh x
@ tanhx =
cosh x
1
@ cothx =
tanh x )

De hyperboliska funktioner har vissa egenskaper som liknar de trigonometriska,
t.ex. "hyperboliska ettan”:

X —x\ 2 X =X 2
cosh? x —sinh®x = <%) — (%)
= %(ezx+2+e*2X—(eZX—2+e*2X)) =1
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