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Polynomfunktioner gt

f(x) = 7x* 4+ 3x® — x + 5, x € R, &r ett reellt polynom av grad 4.

Definition 1

En funktion av typen

1

f(x) = anX" + @n—1x""" + -+ a1 X + &, an #0,

kallas en polynomfunktion eller ett polynom av grad n. Vi skriver grad(f) = n.
Talen a,, a1, ..., ai, ao kallas polynomets koefficienter.

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MA2047 Algebra och diskret matematik Nagot om polynom



Polynomfunktioner
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Exempel 2

Bestédm vardemangden och eventuella nollstallen till polynomfunktionen
f(x) = x* — 4x + 5 samt rita grafen y = f(x).

Lésning:
y
Kvadratkomplettering ger 3
f(x) = (x-2)2+1
fx) = xX*—4x+5=(x—2%—-445 *
= (x—2°%+1>1 1
=il 1 2 3 x

Vi ={y € R:y > 1} dvs f(x) saknar reella nollstéllen.
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Polynomdivision
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Vi beréknar 47/13 med "trappan”:

3
13)47 47 8
39 = 15=3+15047=38-13+8.
8

.. Da vi dividerar 47 med 13 blir kvoten 3 och resten 8. Resten blir alltid mindre an
det man dividerar med (Divisionsalgoritmen).
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Divisionsalgoritmen
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Exempel 4

Berikna kvot och rest da polynomet f(x) = 2x* + x® + 5x® — 5x — 1 divideras
med polynomet g(x) = x° + 2x — 2.

Lésning: 2x +1
x3+2x—2) 2x*+x3+5x% —5x—1
—2x4 — 4x2 4+ 4x
X3 +x2 —x—1
—x8 —2x+2
X2 —3x + 1

=2x* 45 x4+ x° —1=(x*+2x-2)(2x + 1)+ x* — 3x + 1
—_—

N——
q(x) (kvot) r(x) (rest)

Sats 1 (Divisionsalgoritmen)

Om f och g &r polynom och grad(f) > grad(g) sa finns det polynom q (kvot) och r
(rest) sddana att f(x) = g(x)q(x) + r(x) dér grad(r) < grad(g).
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Faktorsatsen o

Exempel 5

Bestam kvot och rest da f(x) = x® — 5x2 + 8x — 4 divideras med x — 1.
Lésning:
X2 —4x+ 4
x—1) x3-5x2+8x—4
_ 3 2
= i =f(x) = xX°—5x*+8x—4
— 4x2 4 8x 5
4x2 — 4x = (x-1)(x"—-4x+4)+ 0
4x — 4 a(x) =T
—4xt4
0

@ Resten blir noll har eftersom vi dividerade med faktorn x — 1 och x = 1 ar ett
nollstalle till f(x).

@ Polynomdivision i Mathematica:
PolynomialQuotientRemainder[x"3-5x"2+8x-4,x-1, x]
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Faktorsatsen
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Sats 2 (Faktorsatsen)

Om f(x) dar ett polynom sa &r
f(a) =0 & f(x) = q(x)(x — a)

dar q(x) &r ett polynom med grad(q) = grad(f) — 1.

Bevis:
@ (=) Dividerar vi f(x) med x — « far vi

f(x) = q(x)(x —a) +r(x) (%)

dar r enligt divisionsalgoritmen &r ett polynom med grad(r) < grad(x — «) =
1 dvs en konstant C.
x=ai(x)=0=f(a)=q(a)(a—a)+ C=C= f(x) =q(x)(x — ).

Q (£) f(x) =q(x)(x —a) = f(a) = g(a)(a —a) = 0.
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Faktorsatsen
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Exempel 6

Los ekvationen f(x) = x3 —2x% — x +2=10.

Lésning:
"Gissning” ger roten x = 1 = x — 1 &r en faktor i f(x) enligt faktorsatsen.
Polynomdivision:

x3—2x2 —x+2

— =x*—x-2&f(x)=(x*—x—2)(x —1).

S fxX)=0ex=1ellerxX* —x—2=0& x=—1ellerx=2.

| Mathematica:
@ Polynomekvationer: Solve [x"3-2x"2-x+2==0, x]
o Faktorisering: Factor [x"3-2x"2-x+2]
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Geometriska summor
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Exempel 7

Pelle satter in 100 kr pa ett bankkonto med rantan 5% i bérjan pa varje ar. Vad &r
behallningen efter 6 ar?
Pengar pa kontot efter ar:

1: 100-1.05 kr
2: (100-1.05+ 100) - 1.05 = 100 - 1.05 + 100 - 1.05° kr
3: 100-1.05+100-1.05% + 100 - 1.05° kr

6: 100-1.05+100-1.05°+---+ 100 - 1.05° kr
Efter 6 ar har alltsa Pelle

6
100(1.05 + 1.05% +1.05° + - - +1.05°) =100 > _1.05 kr
k=1
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Geometriska summor
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Vi vill berdkna summor av typen

n
n

THx+x2+ X3+ x" = "% x#1.
k=0
SattS = 14+ x+x2+- 4+ x"=2xS=x+x+ X"+ xH =514 x"

& Sx—1)=x""—1

Sats 3 (Geometrisk summa)

: Kk 2 X" 1
> X =1+x+x +x3+---+x":ﬁ, X#1.
k=0

Anm: Kvoten mellan tva pa varandra f6ljande termer ar konstant.

Exempel 7 (forts)

For Pelles del ar kvoten 1.05 och behallningen blir

6 6
10021.05k:1oo Z1.osk—1 =100 mq ~ 714 kr.
par v 1.05 1
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Rationella funktioner o

Exempel 8

x? —3x +4 4x® — 6x% + 8x 1
="7"7 ="Za & "= 3

Q
>
|
pos
>
|
\

Definition 2
Om p(x) och g(x) ar polynom sa kallas
p(x)

f(x)==-=%, Dr={x : q(x)#0
() =25 Dr="{x : a0) #0}

en rationell funktion.

Akademin fér Informationsteknologi - ITE MA2047 Algebra och diskret matematik Nagot om polynom



HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Rationella funktioner

Exempel 9

Skissera grafen till

2_
fx)= =3 Rationell funktion

Lésning:
f(x) &r inte definierad fér x = 2. Polynomdivision ger:

2_
X 3:X+2+#—>:|:oodéx—>2i.

X—2 X —2
y
A
@ y = f(x) har en lodrat asymptot x = 2. V
o 5 —»0dax— +oo g .
y=X+
= y = f(x) ndrmar sig y = x +2da x — +oo 4
= Kurvan y = f(x) har den sneda asymptoten o3
y =x+2dax — +oo. //\y:”)():xfz
-4 2 \ 4 6 X
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Rationella funktioner
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Exempel 10

Undersok funktionen

3x* —6x2—8x+3

fx) = x*+6x—1

da x — oo

Lésning:
Dividera téljare och ndmnare med x* :

3x*—6x*—8x+3 3-5-3+5 ,3-0-0+0
x4 +6x —1 B R 1+0-0

% x4

=3dax — oo.

Vi skriver

3x* —6x% —8x+3 _3

T ex

Anm: Gransvéardesbeteckningen lem utlases "limes da x gar mot oandligheten”
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Rationella funktioner
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Exempel 11

L&s olikheten
¥ox—1
xX—3 ’
Lésning:
X2 — x — 11 X2 — x — 11 xX2—2x—8 (x+2)(x—4)
—— v le——Fl=——5="—" 7 >0
Teckenstudium: f(x)
x| -2 3 4
N
x-3|- - - 0 + 4+ +
X—4 = — — — — 0 +
fx) |- 0 + % — 0 +
. —2< x<3ellerx > 4. )

Olikheter i Mathematica: Reduce[ (x~2-x-11) / (x-3) >1, x]
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