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Induktion

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 1

Vilket tal ar stdrst: 27 eller n? d& n &r ett positivt heltal?
Kontroll:
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Pastaende: 2" > n? for alla heltal n > 5.
Hur bevisar vi detta pastaende?
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Induktion

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 1 (forts)

Pastaende: 2" > n? fér alla heltal n > 5.
o Pastdendet arsantforn=>5

@ Om pastaendet &r sant maste det vara sant for tva pa varandra féljande
heltaln=pochn=p+1,p>5

@ Kontroll: Om péastdendet ar sant fér n = p dvs om

2P > p? & 2P — p? > 0 + Induktionsantagandet (i.a.)
da farviforn=p+ 1:
P _(p+1)? = 2.22_pP—2p—-1>2.p°—p*—2p—1
T
ia.

= pP—2p—1=p(p—-2)—1>55-2)—1=14>0

P
p=5

v
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Induktionsaxiomet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 1 (forts)

Sammanfattning:

@ Om pastaendet &r sant fér n = p ar det ocksa sant for n = p + 1

o Pastaendet &rsantforn=5=-santforn=5+1=6

@ Sant for n = 6 = sant for n = 7, sant fér n = 7 = sant fér n = 8, osv...
.. Pastaendet ar sant for alla heltal n > 5.

Induktionsaxiomet

| \

S(n) 6ppen utsaga, n € Z*. Om
@ S(mo) sann och
Q S(p) sann = S(p + 1) sann
sa ar S(n) sann for alla heltal n > ny.
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Induktionsaxiomet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 2

Studera den rekursivt definierade talféljden

a =23 =2V/1=2
a =2\/a; =22 =12.828...
a3 =2\/a =222 =3.363...

as =2\/a3 = 2\/2v/2v/2 = 3.668...

ago = 3.999994...

Pastaende: a, <4VvVneN.
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Induktionsaxiomet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 2 (forts)

n>0 Pastaende: a, <4V neN.

{an+1 = 2\/a>n y

a =1.

@ For n= 0 har vi:
a; =2y/ap=2-1=2< 4 dvs pastidendet ar sant fér n=0 !

@ Antag att pastaendet ar sant for n = p dvs
a1 =2/ <4 « Induktionsantagandet (i.a)
Foérn=p+ 1 farvida
8pi2 = 24/3p11 = 2V4 =4

La.
Slutsats:
Pastaendet ar sant for n = 0 och om det ar sant fér n = p &r det ocksa sant for
n = p+ 1. Enligt induktionsaxiomet &r darfér pastdendet sant for alla heltal n > 0.

v
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Induktionsaxiomet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 3

Visa att

n
dk-2=1.242.2243.2°+... 4 n-2"=24+(n—1)2"" Vnez,
k=1

Vi gor aterigen ett induktionsbevis:
@ For n=1 har vi:

Vi1 =1-2=2, HLpy=2+(1-1)2"=2

.. Pastaendet ar sant fér n = 1.
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Induktionsaxiomet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 3 (forts)

@ Antag att pastaendet &r sant for n = p (Induktionsantagandet) dvs

1.242.2243.2°4... 4 p.2° =24 (p—1)2"""  (i.a)
Vln—p HLn—p

Vi ska nu visa att pastaendet aven ar sant for nasta heltal n = p + 1:

1.242.224...4p-2P 4 (p+1)- 2" =24 ((p+1) — 1)2PDH!

VLn—p+1 HLp—p41
Férn=p+1farvi

Vippr1 = 1:242.2243.2°4...4p.2° 4 (p+1).2°""
2+ (p—1)2"" 4 (p+1)2P =2+ (p— 1+ p+1)2°"

Bl

242p- 2" =24 ((p+1) — 1)2P™ = HL,_p.+
Slutsats:

Pastaendet &r sant fér n = 1 och om det ar sant fér n = p ar det ocksa sant fér

n = p + 1. Enligt induktionsaxiomet ar darfdr pastaendet sant for alla heltal n > 1.

v
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Induktionsaxiomet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 4 (Uppgift fran tenta)

Visa att

> (Bk-2P=1+4+72+10°+...+ (3n—-2)° = M

k=1
for alla heltal n > 1. (3p)
Induktionsbevis:

@ Forn=1 harvi:
. 2 p— . p—
V0ot =1, HL,,=1:1(6 L 23 L 1):1:VL,,=1
.. Pastaendet ar sant for n = 1. )
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Induktionsaxiomet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 4 (forts)

@ Antag att pastaendet &r sant for n = p (Induktionsantagandet) dvs
2 — p—
1442472 410°+...+(3p—2)° = plag =cp=1) (ia.)
Vi 2
n=p HLp—p
Férn=p+1farvida
Vinepyn = 1442 4+7°4+. .. +(Bp—27°+(3(p+1)—2)?
6p° —3p—1 60° + 1502 + 11p + 2
_ PP =3p=1) | (gpi1y_pp—. =8P F15P +1lp+
@ 2 2
lLa.
(p+1)6(p+1)%>—=3(p+1)—1) 6p° +150° + 11p+ 2
Hippp1 = =..=
2 2
= VLn:p+1
Slutsats:
Pastaendet ar sant fér n = 1 och om det ar sant fér n = p &r det ocksa sant for
n = p+ 1. Enligt induktionsaxiomet ar darfér pastaendet sant for alla heltal n > 1.
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Binar s6kning g

@ A, = Lista med tal ordnade i storleksordning
o |A)=2"

Ex: En lista (As) med foliande tal: [2][3][6][7][13][21][31][44]
| |

Al =23 =8

o r ett fixt tal
Vilket ar det maximala antalet tester som kravs for att avgéra om r finns i A,?

n | A =2" | #tester
0 1 1
1 2 2
2 4 3
3 8 4
4 16 5

Pastaende: For att avgdra om r finns i A, krdvs max n + 1 tester.
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Binar sdkning

Induktionsbevis:
@ Pastaendet ar sant for n =0
@ Antag att pastaendet &r sant for n = p dvs p + 1 tester krévs (i.a.)

o Forn=p+14ar|Ayq| =2PF1 =2.2°0 = 2|Ay|
0 = Api1=BpJCpdér|Bp| = |Cp| =2°P

DO00000R 00000000

L 1
Ap+1

Jamférrmed m=r > m,r=mellerr <m
Worstcase:r>m=re Cp

Att hitta r i Cp krédver max p + 1 tester enligt i.a.
= Totalt p+ 1 + 1 tester

© ©6 06 o

Slutsats:
Pastaendet ar sant fér n = 0 och om det ar sant fér n = p &r det ocksa sant for
n = p+ 1. Enligt induktionsaxiomet ar darfér pastaendet sant for alla heltal n > 0.
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