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Funktionsbegreppet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

f(x) = x* +1, g(x) = Vx — 3 och y = sin x &r funktioner.

Exempel 2

Kan féljande samband representeras av en funktion?
@ For varje fingeraviryck finns exakt en manniska.

@ For varje ménniska med fingrar finns (minst) ett fingeravtryck.
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R&d eller gron bil lackeras svart
O Billackeringsfirma: 2 ) )
Bilar i andra farger lackeras vita
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Funktionsbegreppet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Vad &r en funktion?

Definition 1

En regel som fér varje element x i en méngd A ordnar exakt ett element y i en
mangd B kallas en funktion fran A till B:

f:A—B

@ A = funktionens definitionsmangd (Dy) (alla tillatna invarden)
@ B = funktionens malmangd (den typ av varden funktionen producerar)
@ V; = funktionens vardemangd = {y € B; y = f(x), x € A} (de varden

funktionen faktiskt producerar)

Anm: B (Malmangden) &r ett val man gér nar man definierar funktionen f : A — B
medan V; (Vardeméangden) ar ett resultat som beror pa A och funktionsregeln.
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Funktionsbegreppet

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Exempel 2 (forts)
@ Funktion:

En regel som for varje element x i en méngd A ordnar exakt ett

o A=Df = {A“a fingerthrka} element y i en mangd B kallas en funktion fran A till B:
o B = {Alla ménniskor} f:A—>B
o V= {Alla manniskor med fingrar} A = funktionens definitionsméangd (D)
. . B = funktionens malmangd
©Q E;j funktion.

V¢ = funktionens vardemangd Z {y € By =1(x), x € A}

@ a) Funktion:
Di={1,2,3,4,},B=7

Vi ={2,3,5,4} d
b) Ej funktion.
H a For varje fingeravtryck finns exakt en ménniska.
c¢) Funktion: o
For varje manniska med fingrar finns (minst) ett
Df = {:l:1 5 :l:g, :|:67 :|:8} fingeravtryck.
B=17, Vi ={1,5,9,7} TI; :I L = I{
@ Funktion: Qa 2|3 b o| 250 9|5
: 3 5 6 +9 +6 9
Dy = {Alla bilar} N R
B = {AIIa bllar} o Billackeringsfirma: {Rf—jd cleller grér: EIEESES svért
. . Bilar i andra farger lackeras vita
V; = {Alla svarta och vita bilar} /
4
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Funktionsbegreppet

HOGSKOLAN
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Exempel 3

f(x)=vx—-3, Di=[38,00), B=R, V;=][0,00)
Olika beteckningar fér samma funktion:

o f:x—+vVx—3,x>3

0 y=+/x-3,x>3

° f(¢)=/¢—-3,6>3

o f()=+/()=3,D = [3,00)

Anm:

o Ofta anges inte definitionsmangden och da &r Ds den stérsta mangd for vilket
funktionsuttrycket har mening.
Skriver vi f(x) = 1 innebar det att Dy = {x € R : x # 0}.

@ Tva funktioner f : A— Boch g: C — D arlikaomm A= C, B= Doch
f(x) = g(x) for alla x € A.
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Injektiva, surjektiva och bijektiva funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 2
En funktion f : A — B kallas
@ Injektiv om det for varje y € B finns hogst ett x € A.
f

L)

@ Surjektiv om det for varje y € B finns minst ett x € A.
f

@ Bijektiv om det for varje y € B finns exakt ett x € A.
I

R G
¥

3
Y

Anm: f bijektiv < f injektiv och surjektiv.
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Injektiva, surjektiva och bijektiva funktioner

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

f(x) = x2. Ar f injektiv, surjektiv eller bijektiv om
Q@ A=R,B=R?

Q A=R,B={ycR:y>0}?

Q A={xeR:x>0},B=R?

Q A={xeR:x>0},B={yeR;y>0}?

Lc'isning: En funktion f : A — B kallas

o i d @ Injektiv om det for varje y € B finns hogst ett x € A.
nget av dem.

Q@ Surjektiv (B = V).
Q Injektiv (Vs C B).
@ Injektiv och surjektiv = bijektiv (B = V;).

@ Surjektiv om det fér varje y € Bfinns minst ett x € A.
@ Bijektiv om det for varje y € B finns exakt ett x € A.
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Invers funktion

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 3

En bijektiv funktion f : A — B kallas inverterbar. Den

funktion som till varje y € B ordnar ett x € A sadant L
att f(x) = y kallas fér inversen till f och betecknas 7~ ‘0"
y=1(x)ex=17"(y)
Av definitionen féljer att om f &r inverterbar sa galler f6ljande:
Y y=1x) ’ y=fx)
fix,)
Qo Df71 = V;=Boch V,71 =Di=A
o f1(f(x)) = x for alla x € Dy M o
o f(f'(y))=yforallay e Vs / /
0 X1 # X2 = f(x1) # f(x2) oo T '
(a) finverterbar (b) f ejinverterbar

Anm: Om funktionen ar injektiv men inte surjektiv (dvs inte bijektiv) sa existerar
en invers men den &r bara definierad pa V;.
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Invers funktion

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Ar funktionen f(x) = x? inverterbar?

Lésning:
xi=1,6=-1=f(x)=1=1,f(x)=(-1)>=1
oo Xy # X2 7 f(x1) # f(x2) dvs f &r inte inverterbar.
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Invers funktion

HOGSKOLAN
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Exempel 6

Undersdk om f(x) = x2 — 2x — 3, x > 1, &r inverterbar och bestam i sa fall
inversen f~'(x).

Lésning:
Satt y = f(x) och 16s ut x:
y = xX*-2x-3ax" -2x—(83+y)=0
Sx = 1£4/4+y
X > 1=x=14++/4+y

X4 75 X2:>f(X1);£f(X2)

dvs f ar inverterbar.
Byter vi variabel fran y till x far vi

F'X)=1+Va+x, x> -4

Anm: Kurvan y = f~'(x) &r spegelbilden av y = f(x) i linjen y = x

Akademin for Informationsteknologi - ITE MA2047 Algebra och diskret matematik Funktioner och relationer



Relationer o

Exempel 7

Kan y > x, A= B = R, representeras av en
funktlon f : A - B’) En regel som for varje element x i en mangd A

ordnar exakt ett element y i en mangd B kallas en
funktion fran Aftill B:

f:A— B
Relationer mellan tal, t ex y > x, kan inte beskrivas inom ramen fér
funktionsbegreppet.

Nej, fér varje x € A finns oandligt manga
y € B som uppfyller y > x.

£
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Relationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

| matematiken ar en relation nagot som galler (eller inte galler) mellan tva eller
flera objekt:

@ Sara ar mamma till Kalle
Kalle &r slakt med Sara
Sara och Kalle bor i samma land

°
o
@ a ar stérre an eller lika med b
@ aligger mellan b och ¢

°

b ar delbart med a

Definition 4

Om A och B &r mangder sa ar den Cartesiska produkten

Ax B={(ab),ac A be B}

Exempel 8
A= {i7j7 k}vB = {m7 n} = AxB= {(iv m)a(iv n)7(j: m)v(jv n)v(k? m):(k7 n)}
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Relationer

HocsKoLAN
Definition 5

En (binar) relation R fran Aftill B ar en delmangd av A x B.
Beteckning: (x,y) e R xRy

| A\

Exempel 9
o A={a,ck,lI}
o B=A

@ x R y < x kommer fore y i alfabetet
=R= {(av C)? (av k)v (a7 I)7 (Ca k): (07 I): (ka I)}

| A\

Exempel 10
o A=1{2,3,4,5,6,7}
o B=A

OXRy<ex|y
=R ={(2,2),(2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4),(5,5),(6,6),(7,7)}

Om A = B ar R homogen och man sager att R ar en relation pa A.
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Relationer o

Definition 6

En relation R pa A kallas

o Reflexivomx R x VxeA

@ Symmetriskomx R y = y R x

@ AntisymmetriskoOmx R yAyRx=x=y
o Transitivom xR yAyRzZ=xR Zz

o TotalomxRyVyRx Vx,yeA

4

Exempel 11

Ar nagon av relationerna nedan symmetrisk, antisymmetrisk eller transitiv?

@ X Ry < x ar slakt* med y: Symmetrisk, transitiv
@ X R y < x armamma till y: Inget avdem

@ X R y < x < y: Antisymmetrisk, transitiv

@ X Ry < x # y: Symmetrisk

@ X R y < x C y: Antisymmetrisk, transitiv

*En slakt avser hér en eller flera familijer med gemensam forfader eller -moder
och slaktskap mellan tva personer innebar att de tillhér samma slakt.
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Ekvivalensrelationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 7

En ekvivalensrelation pa A ar reflexiv, symmetrisk och transitiv

Exempel 12

@ A = Sveriges befolkning

En relation R pa A kallas

°oB=A @ Reflexivomx R x Vx € A
@ X R y < x kénner y @ Symmetriskomx Ry = y R x
Ar R en ekvivalensrelation? 9 Transitvomx Ry AyRz= xRz

@ x kéanner x foralla x i A= R ar reflexiv
@ x kdnner y = y kdnner x = R ar symmetrisk
@ x kénner y A y kdnner z # x kdnner z = R ar inte transitiv

. R ar inte en ekvivalensrelation.
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Ekvivalensrelationer

HOGSKOLAN
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Exempel 13

@ A = Sveriges befolkning

En relation R pa A kallas

@ B=A @ Reflexvomx R x Vx € A
@ X Ry < x arslakt med y @ Symmetriskomx Ry = y R x
Ar R en ekvivalensrelation? O Transitvomx Ry AyRz= xRz

@ x arslakt med x for alla x i A= R ar reflexiv

o x arslakt med y = y ar sldkt med x = R &ar symmetrisk

@ x arslakt med y A y &r slakt med z = x ar sldkt med z = R ar transitiv
.. R ar en ekvivalensrelation.

Anm: Att vara slakt med = being related )
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Ekvivalensrelationer

HOGSKOLAN
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Exempel 14

ArxRy < n|x—y,A=T1Z,en ekvivalensrelation?

En relation R pa A kallas
@ Reflexvomx R x VxeA
@ Symmetriskomx Ry = y R x

@n|x—x VYxeZ= R arreflexiv @ Transivomx R yAyRz= xRz

@n|x—y=n|y—x= R arsymmetrisk
en|x—yAnly—-z=n|x—y+y—z=n|x—z= R artransitiv
.. R &r en ekvivalensrelation.

Relationen R ovan ar kongruens modulo n:

x=y (modn) & n|x—y

Anm: Ekvivalensrelationer kan jamféras med likhetstecken. )
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Partiella ordningsrelationer

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

Definition 8

En partiell ordningsrelation pa A &r reflexiv, antisymmerisk och transitiv.

Exempel 15

Arx Ry < x <y, A=R, en partiell ordningsrelation?

En relation R pa A kallas
@ Reflexvomx R x VxeA

@ Antisymmetriskomx RyAyRXx = x=y

" ; [+) iti
0x<x VXER= R Ar reflexiv Transitvomx Ry Ay Rz=xRz

0 x<yAy<x= x=y= TR é&rantisymmetrisk
0 x<yAny<z=x<z= R é&rtransitiv
.. R ér en partiell ordningsrelation.
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Partiella ordningsrelationer
Hassediagram

HOGSKOLAN
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Exempel 16
Partiell ordningsrelation:

XRyex|y, A={1,234}
={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3), (4,4)}
reflexiv: x | x foralla x € A
antisymmetrisk: X | y Ay | x = x=y
transitiv:x | yAy |z= x|z

© 000
JdIAA

Hassediagram: Redundant
Relationsgraf information borttagen
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Partiella ordningsrelationer
Maximala element och stérsta element

Definition 9

Ett element a € A kallas

HOGSKOLAN
THALMSTAD.

o Maximaltom x #a=aRx
@ Minimaltomx #a=aR x
o Ett stérstaelementiAomxRa Vxe A

o Ett minsta elementiAomxRa VxeA

Anm: Ett storsta/minsta element ar alltid maximalt/minimalt.
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Partiella ordningsrelationer
Maximala element och stérsta element

HOGSKOLAN
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Exempel 17
‘R binar relation pA A= {2,4,6,10,12,20,30}. x Ry < x | y
@ Rita Hassediagram.

@ Bestam alla maximala och minimala element.
© Bestam storsta och minsta element.

- 20 30 Ett element a € Akallas
@ Maximaltom x # a = a Rx
Lésning: . o @ Minimaltom x # a = aRx
@ Ett storstaelementiAomx R a Vx € A

o N @ Ett minsta elementi Aom x Ra Vx € A

@ 12, 20 och 30 delar inte nagot av de 6vriga = De ar maximala element.
2 ar det enda tal som delar alla andra = 2 ar minimalt element.

© Det finns inget tal som alla delar = Stdrsta element saknas.
Inget av de dvriga talen delar 2 = 2 ar minsta element.
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