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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhalla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstandig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna ar 15 p fér 8 och

godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.
1. (a) Los olikheten

B4+
r—1 -
(b) Los ekvationen
2sin® ¢ = sin z.

2. (a) Bestam samtliga implikationer mellan foljande utsagor for reella tal x:
A:|lz=3|+1> =z, B: x* <4, C:e"2<1.

(b) Los differensekvationen

Yn4+2 — 3yn+1 + 2yn = 2n+27
yo =1, y1 = 5.

3. (a) Hur manga olika “ord” med 12 bokstéver kan man bilda med hjélp av bokstéverna i
"MATTEAPPARAT”

om varje bokstav ska anvdndas en gang och om:
1) alla ord ska borja med med "MATA” ?
2) orden inte far borja med "MATA” och inte sluta med "APA™?
Svaren far vid behov innehalla fakulteter.
(b) Visa att

D Bk(k—1)=6+18+36+ - +3n(n—1) = (n—1)n(n+1)
k=2
for alla heltal n > 2.
4. (a) Skriv talen
210 =—1+iV3
pa polér form och talen z} , pa rektangulir form.

(b) Ekvationen
25423822 -8=0

har roten i. Los ekvationen fullstdndigt och ange samtliga rotter pa rektanguldr form.

(2p)

(3p)

(2p)

(3p)

(3p)

(2p)

(3p)

5. (a) Eulergrafen G har 11 bagar. Fyra av noderna har grad 2 och tva av noderna har grad 4. De
resterande noderna &r fler &n en och har alla samma grad. Hur manga noder har G? Rita en

graf med dessa egenskaper.

(2p)

(b) I borjan av 80-talet skulle elektroingenjoren Kajsa bygga en helt egen dator och en dag var hon
i elektronikaffaren och kdpte transistorer och resistorer for totalt 75 kr. Transistorerna kostade
5.50 kr/st, resistorerna 3.50 kr/st och farre &n hilften av komponenterna var transistorer. Hur

manga transistorer kopte hon?

6. (a) Formulera och bevisa Faktorsatsen.

(3p)
(Ip)

(b) Ingenjorsstudenten Sara vill lura sin elake matteldrare Kalle pa pengar genom att utnyttja
hans bristande kunskaper i sannolikhetsldra. Sara har funderat ut en tavling som gar till sa
hér: Hon fordelar tio réda och tio svarta kulor i tva likadana burkar utan att avslgja hur. Kalle
ska sedan valja en burk och plocka upp en kula pd mafa. Om kulan &dr réd vinner Sara 100 kr.
Om kulan ar svart, eller om burken ar tom, férlorar Sara och maste betala 100 kr till Kalle.

1) Vad &r sannolikheten for att Sara vinner om hon placerar alla kulorna i en burk?

2) Hur ska Sara fordela kulorna mellan burkarna for att optimera sina chanser att
vinna?

Lycka till!

(Ip)

(3p)



Losningsforslag

1. (a) Visamlar alla termer pa vinster sida om olikhetstecknet, gor likndmnigt, faktoriserar och gor
teckenstudium:
S B+t r—x@x-1) 2*+22 x(2?+2)

[ = = > 0.
rx—1 v r—1 r—1 r—1 20

Faktorn z2 + 2 > 0 paverkar inte tecknet och behdver inte tas med i teckenstudiet.

v | 0 1

x - 0 + + + 34 2

r—1 - - -0 4+ = %Zm@xﬁOellerz>l.
z—1

(b) Faktorisering ger direkt
2sin’ 2z = sinz & sinz(2sin®2 — 1) = sinz(vV2sinz + 1)(vV2sinz — 1) =0

1 3
S sineg =0eller sine =+— <z =nm, z= :I:% + n27 eller z = :I:IW + n2x.

V2

2. (a) Vi har
T | x<3 3 >3
_ > — >

v 3053 [t —3|+1>x |t —=3|+1>x
Az =3 = = S3—z+l1>z Sr—-3+1>x

—(x—3)=3—x,2<3

Sr<2 &2<0
Saknar 16sning!
S x <2,

B:xl<d4e -2<r<2,
C:e"?<ler—-2<0er<2,
och inser att de implikationer som géller &r: B = A, B = C och C = A.
(b) Den allménna l6sningen till den linjira differensekvationen
L(Yn) = Yn+2 — 3Ynt1 + 2yn = 2" =4 2" (1)

ges av Yn, = Ynn + Ypn dEr Yny, &r den allménna 18sningen till motsvarande homogena differen-
sekvation £(y,) = 0 och y,, en partikulérlosning till (1).

i. Bestimning av ypn:
Rotterna till den karaktiristiska ekvationen 72 —3r+2 = 0 &r r; = 1 och ry = 2 vilket ger

Ynn = C1 + C22".

ii. Bestadmning av Ypn:
Eftersom yp,, innehaller termen C52™ fungerar inte standardansatsen A2" och vi gor darfor
istdllet ansatsen yp, = An2" och insdttning ger:

Yni2 — 3Yni1 + 4y, = A(n +2)2"2 — 3A(n +1)2" T + 24n2"
=A2"((4—6+2)n+8—6) =242" =4-2" & A=2.

Den allménna l6sningen till differensekvationen ar alltsa
Yn = Ynn + Ypn = Cy + C'22n + n2n+1'
Fran begynnelsevillkoren far vi

y0=C1+C220+0201+02:1<:>01:1—02,
=01 4+C2' +22=1—-Cy+2C, +4=Cy+5="5 < Cy =0 vilket ger C; = 1.

Den sokta 16sningen &r darfor
Y = 1+ n2ntL,



3.

(a)

1)

Om alla ord ska inledas med "MATA” kan vi plocka bort dessa bokstidver och vi har d&
bara kvar bokstdverna A /A E P PR, T,T. Om dessa atta bokstiver varit olika hade vi
kunnat bilda 8! olika ord men eftersom vi har tva T:n, tvad P:n och tvad A:n och dessa kan
permuteras pa vardera 2! olika sdtt utan att ett ord &ndras, far vi totalt

8!
212121

Det totala antalet ord vi kan bilda utan restriktioner ar % eftersom vi har fyra A:m, tre
T:n och tva P:n som vardera kan permuteras pé 4!, 3! respektive 2! olika sédtt utan att ett
ord #ndras.

Enligt 1) finns det %:2, ord som borjar med "MATA”. P4 motsvarande satt far vi antalet
ord som slutar med "APA” genom att plocka bort dessa tre bokstdver. Vi har da nio
bokstéver kvar: A,AE.M,P,R/T,T.T, vilket med samma resonemang som i 1) ger 2%,
olika ord.

Vi méste dven ta hansyn till de ord som bade borjar med "MATA” och slutar med "APA”.
Dessa ord ingar i bada grupperna som vi ska rdkna bort. Nar vi har plockat bort dessa
sju bokstéver aterstar E,P,R, T, T, vilket ger %: olika ord.

Vi far nu antalet ord som varken borjar med "MATA” eller slutar med "APA” genom att
utgd fran det totala antalet ord som kan bildas med de tolv bokstdverna och dra bort de
ord som borjar med "M ATA” respektive slutar med "APA”. Eftersom vi d& raknar bort de

ord som uppfyller bada villkoren tva ganger adderar vi dessa en gang. Vi far darfor

= olika ord.

12! 8! 9! 5! .
1311 21l 281 + 2 = 1627980 olika ord.

Anm: Formuleringen i friga 2) kan uppfattas som tvetydig. En strikt logisk tolkning av villkoret
“om orden inte far borja med MATA och inte sluta med APA” &r att inget ord far borja med
MATA och inget ord far sluta med APA. Ovanstaende 16sning utgar fran denna tolkning. Om
avsikten i stéllet ar att endast utesluta ord som bade borjar med MATA och slutar med APA,
blir resultatet

12! 5!

P.g.a. tolkningsutrymmet &r bada tolkningarna godkinda hér och ger full podng pa uppgiften.

(b) Vi gor ett induktionsbevis.

i.

ii.

Pastaende: Z 3k(k—1)=6+18436+---+3n(n—1) = (n—1)n(n+1) for alla heltal n > 2.

k=2
Basfallet: For n = 2 har vi:
VL,—2=3-2(2—-1)=6
HL,—5 =22 -1) =6 = VL,—

dvs. pastaendet ar sant for n = 2.
Induktionssteget: Antag att pastaendet dr sant for n = p > 2:

P
Z 3k(k—1) =6+18+36+---+3p(p—1) = (p—1)p(p+1) <« Induktionsantagandet (i.a.)
k=2

Forn=p+ 1 far vi da

p+1
VLpepi1 = 3k(k—1)=6+18+ - +3p(p—1)+3(p+1)(p+1—1)
k=2

VLnep

ia

=(@—-Dplp+1)+3plp+1)=pp+1)(p—-1+3)
HL,—,
=((p+1)-DE+((p+1)+1)=HLi—pn

Sammanfatining: Pastaendet ar sant for n = 2 och om det &r sant fér n = p ar det ocksa sant
for n = p+ 1. Enligt Induktionsaxiomet ar darfor pastaendet sant for alla heltal n > 2.



4. (a) Vi borjar med att skriva talen 21 2 pa polir form (z = re®):
r=lzel = —1+iV3 =/ (~1)2+ (£V3)2 =2, 0 =arg(—1+iV3) =
dvs 212 = 2% Vi far nu
23 2= (-1% V3)3 = (Qeii%r)s = 23FBF — gt — g,

(b) Polynomet i vinsterledet har reella koefficienter och déarfér &r dven —i en rot. Enligt Fak-

torsatsen har polynomet diirfér faktorn (2 — i)(z + i) = (22 + 1). Polynomdivision ger nu
22423822 —8=(22+1)(2%-38).
Den binomiska ekvationen z3 = 8 kan vi 16sa genom att ga over till polir form. Det behovs
dock inte i det héar fallet. Vi ser direkt att z = 2 &r en rot och uppgift 4a ger ytterligare tva
rétter eftersom (—14+/3)% = 8. Ekvationen har grad 3 och dérfor tre rétter dvs. vi har bestamt
samtliga. Rotterna till den ursprungliga ekvationen r alltsa z = +i, 2 = —14+/3 samt z = 2.
Alternativa losningar som inte krdver resultatet fran 4a:

e Gissa roten 2 innan polynomdivisionen. Vi far da istéllet faktorn (22 + 1)(z — 2) = 2% —

222 + z — 2 och efter polynomdivision med denna faktor aterstar en andragradsekvation
som &r enkel att 16sa.

e Los den binomiska ekvationen z? = 8 med standardmetoden dvs genom att ga over till
polér form:

. 3=18 =2
23— (reze):a — p3ei30 g — gei0 4 r o r ) ke
30 =k 27 0=k

Rétterna till ekvationen 22 = 8 ges dérfor av z;, = etk 5,k=0,1,2, dvs

z0 = 2" = 2(cos0 + isin0) = 2,
= 26.2% =2(cos 3T +isin ) = —1+14v/3,
= 2¢%) =2(cos 4T +isin 4F) = —1 —i/3.

5. (a) Enligt "Handskakningslemmat” &r summan av nodernas gradtal lika med 2 ganger antalet
bagar. Om resterande antal noder &r n och samtliga av dessa har grad g far vi darfor

Z deg(v) = 2|E| & 4-242-44n-g =211 = ng=6< (n,g9) = (1,6), (2,3), (3,2) eller (6,1).
veV

Eftersom G ar en Eulergraf dr den enligt Euler-Hierholzers sats sammanhéngande och samtliga
noder har jimnt gradtal. Vidare vet vi att n > 1 och darfér dr enda mojligheten som finns
kvar att (n,g) = (3,2). Antalet noder &r alltsd 4 +2 4+ 3 = 9. Figur 1 visar en graf med dessa
egenskaper.

Figur 1: En graf som uppfyller villkoren i uppgift 5a.

(b) Sétter vi t = antal transistorer och r = antal resistorer far vi
5.5t + 3.5r = 75.
Vi s6ker alltsa de positiva heltalslosningarna till den diofantiska ekvationen
55t + 35r = 750 < 11t + 7r = 150.
Eftersom sgd(11,7) = 1|150 har ekvationen heltalslésning och den allménna losningen ges av

(t,r) = (150tg — Tn, 1501y + 11n), n € Z,



dér (tg, 7o) ar en losning till hjalpekvationen 11¢ + 7r = 1. Om vi inte ser den enkla 16sningen
direkt kan vi hitta en sddan med hjéilp av Euklides algoritm eftersom sgd(11,7) = 1:

11=1-74+4
7=14433;=>1=4-3=11-7T—(7T-4)=11-2-74+4=11-2-7T4+11-7
4=1-3+1

—11-24+7-(-3).
Vi kan alltsa vélja (tg,70) = (2, —3) och den allménna 13sningen ges nu av:
(t,r) = (300 — Tn,—450 + 11n), n € Z.

De positiva heltalslosningarna bestdms genom:

t>0<:>300—7n>0<:>n<@:42.8...
7 & n =41 eller n = 42.

4
1">0<:>—450+11n>0<:>n>%0:40.9...

n =41 ger (t,r) = (13,1) medan n = 42 ger (¢,r) = (6,12). Eftersom t < £~ & ¢ < r kopte
Kajsa 6 transistorer.

Faktorsatsen: Om f(z) dr ett polynom med grad(f) > 1 s ar

fla) =0& f(z) = q(z)(z — )
dér g(x) &ar ett polynom med grad(q) = grad(f) — 1.

Beuvis:

i. (=) Dividerar vi f(z) med x — « far vi

f(@)=q@)(x —a) +r(x) ()
dér r enligt divisionsalgoritmen &r ett polynom med grad(r) < grad(z —a) = 1 dvs en
konstant C. x = a i (*) =

0= f(a) = gla)(a — )+ C = C = f(x) = q(z)(x — ).
i (<) f(2) = qlo)(x —a) = f(a) = gla)(a - a) = 0.

1) Om Sara ldgger alla 20 kulorna i en burk &r sannolikheten for att Kalle viiljer burken med
kulor % Eftersom det finns lika manga svarta som réda kulor i burken &r sannolikheten
for att han sedan véljer en rod kula ocksa % Enligt multiplikationsprincipen &r dérfor
sannolikheten for att Sara vinner 1 - 2 = 25%.

2) Fallet med alla kulorna i samma burk #r redan avklarat. Om r och s &r antalet roda
respektive svarta kulor i den ena burken och det ligger minst en kula i varje burk ar
1 <n =r+s < 19. Sannolikheten for att Kalle viljer en réd kula &r da enligt samma

resonemang som i (1):

P_1 r +1 10 — 7 1 r+10—r 1 10 N 1 1
T 2rts 210—r+10—-s 2\n "20—n) 2\20—n ""\n " 20-n

For givet n far vi tre fall:

> 0 dvs. P dkar med r och max fas da r antar sitt storsta vérde

1
1 -
o n< 0:>n 0 —n
r=ndvs. da s = 0.

1
. n:10:>P:§:50%.

1 1
10= — —
°n= 20

n —-n
varde r = n — 10 dvs. da s = 10.

Det forsta fallet innebér att den ena burken innehaller endast réda kulor och det tredje

fallet innebar att den andra burken innehéaller endast roda kulor. Detta dr samma, situation

som vid forsta fallet om burkarna byter plats och det racker darfor att vi studerar forsta

fallet. Sannolikheten &r alltsa storst da » = n dvs. da den ena burken innehéaller endast

réda kulor:

1/ 10 11 5 5 14
= — _— _ — = — < _— = — )
P 2(20—7«”(7« 20—r>> ST e T R TR

med likhet da r = 1. Sara ska alltsa ldgga en rod kula i den ena burken och resten av
kulorna i den andra for att optimera sina chanser att vinna.

< 0 dvs. P minskar med r och max fas d& r antar sitt minsta




