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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhalla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 3 och
godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.

1.

(a)
(b)

()

Ar utsagan (A < —B) V A en tautologi? (1p)
Los ekvationen (2p)

2cos’x +sinzx = 1.

Los olikheten (2p)
24+ a2? -z
—_— >z
r—2 -
Bestdm samtliga implikationer mellan f6ljande utsagor for reella tal x: (2p)

1
A:lz+1|—|z| > =, B:§<2m<2, C:lnzx<0.
Los differensekvationen (3p)

Yn42 — 2?/n+1 + Yn = 2,
yo =1, 41 = 2.

Hérled formeln for en geometrisk summa. (2p)

Visa att

n
Z3~22k—2:3+12+48+---—|—3-22"_2:4”—1

k=1
for alla heltal n > 1. (8p)
Skriv talen
21,2 = 142
pa polir form och talen 2}, pa rektanguléir form. (2p)

Ekvationen
St 4424+4=0

har roten —i. Los ekvationen fullstdndigt och ange samtliga rotter pé rektangulir form. (3p)

Grafen G &r en Eulergraf som har 12 bagar. Tva av noderna har grad 4 och tre har grad 2.
Utover dessa noder finns ytterligare ett antal noder (fler &n en) och de har alla samma grad.
Vilken grad har de resterande noderna? Rita en graf med dessa egenskaper. (2p)

Turistingenjoren Kajsa har precis kommit tillbaka fran en lang resa. Under de dagar pa resan
hon akte bat fardades hon i genomsnitt 720 km/dygn och ovriga resdagar firdades hon i
genomsnitt 400 km/dygn. Kajsas resa var totalt 15200 km och hon &kte bat mindre &n en

tredjedel av resdagarna. Hur manga dagar var Kajsa bortrest? (3p)

Bestim forst ¢(55) och beriikna sedan 123%2' mod 55. (2p)

Spelingenjoren Pelle gor 6 kast med en vanlig tarning. Vad &ar sannolikheten for att det blir
1) minst en sexa? (Ip)
2) minst tva tdrningar som visar samma? (I1p)
3) endast dubbletter t.ex. {2,2,3,3,5,5} dir ordningen inte har nagon betydelse? (Ip)

Lycka till!



Losningsforslag

1. (a) Vi gor en sanningsvirdestabell:

|A|B|-B|Ae-B|[(As-B)VA|
S|s|F F S
S|F| s S S
F|S| F S S
F|F| 8 F F

Eftersom utsagan inte dr sann oberoende av de ingéende utsagornas sanningsvirden ar den
inte heller en tautologi.

(b) Ekvationen &r en andragradsekvation i sin z:

2cos’z +sinz = 2(1 —sin®z) +sinz = 1

< 1 1
& sin?x — 5112133 —3= 0 < sinx =1 eller sinz = 5

Losningarna ges nu av:

sinle@x:g—kn-%r,

1 7
Sind?:*i@‘fb:*%#*n'QTr eller 1:7T<g)+n~27r6ﬂ+n~2ﬂ'.

(c) Visamlar alla termer pa vinster sida om olikhetstecknet, gor likndmnigt, faktoriserar och gor
teckenstudium:

2+ 2% —x m3+x2—x—x(x—2)7x(x2+1)>0

T —2 x—2 -2 =

Faktorn 22 4+ 1 > 0 och behéver darfor inte tas med i teckenstudiet:

x ‘ 0 2

x - 0 + + + 3 2 _
r—9 - - - 0 + %2x@x§0ellerm>2.
T —2

2. (a) A: Vihar:

T+ 1, x> —1 x, x>0
|z +1] |z| =

—(x+1), z<-1

och vi 16ser darfor olikheten i tre intervall:

| r<-—1 -1 —-1<x<0 0 >0
[z + 1 —|z] > o+ 1 —|z] > o+ 1 —fz] > 2
& —(z4+1)—(—x)>= sr+l-—(-2)>x sr+l—-z>x
sSr<—1 S > -1 s r<l1
Uppfyllt for alla z i intervallet! Uppfyllt for alla z i intervallet!

Se+l =zl >re <1

B:i<2w<2e-1<a<l.
C:lnz<0&0<z<l1.

De implikationer som géller &r darfor: B = A och C = A.



(b) Den allménna lsningen till den linjéra differensekvationen

‘c(yn) = Ynt2 — 2Unt1 T Yn = 2 (1)
ges av Yn = Yhn + Ypn d8r Yu, &r den allménna l8sningen till motsvarande homogena differen-
sekvation L(y,) = 0 och y,, en partikuldrlésning till (1).

i. Bestamning av ypn:
Rotterna till den karaktiiristiska ekvationen 72 — 2r + 1 = (r — 1)? &r r; = ro = 1 vilket
ger
Yn = (C1n+ Co) - 1" = Cin + Cs.

ii. Bestadmning av Ypn:
Eftersom hogerledet dr en konstant (polynom av grad 0) dr standardansatsen ett polynom
av samma grad dvs. y,, = a men eftersom den ingar i yx, kommer den inte att fungera.
Efter multiplikation med n ser vi att &ven y,, = an ingar i yn, och vi multiplicerar déarfor
med n ytterligare en gang och gér ansatsen y,, = an?. Insittning ger:

Ynio — 2Uni1 +Yn =a(n+2)2 —2a(n+ 1)+ an® = a(n?*(1 =2+ 1)+ n(4 —4) +4 - 2)
=2a=2a=1

Den allménna 16sningen till differensekvationen &r alltsa
Yn = Yhn + Ypn = C1n+ Cy +n’.
Fran begynnelsevillkoren far vi
Yo=C1-0+Co+0*=Cy=1
yp1=0C1-1'+Co4+12=C14+141=C1+2=2<C; =0.

Den sokta 16sningen &r darfor
Yn = n? + 1.

(a) Geometrisk summa:

n
S:Zxk:1+x+x2+~~+x”
k=0
saS=c+a’+-ta" "M =51+ e S@—-1)=2""" -1

For x # 1 ar alltsa
.’E”+1 -1

n

k

r = ——".
D et ="
k=0

(b) Har kan vi forstéas gora ett induktionsbevis men eftersom vi ser att det dr en geometrisk summa
kan vi utnyttja formeln fran 3a om vi tar hénsyn till att summan startar fran k£ = 1 istéllet
for k= 0:

n B n B 3 n 3 n 3 4n+171
;3.2% 2:;3.2%2 24/;@4(2@1) 4(4_11)

k=0
3 4n+1 —-1-—3 4n+1 —4
:( ): —a

4 3 4
(a) Vi bérjar med att skriva talen z; > pa polir form (z = re'?):
r=lzal =1+ =12+ (£1)2 =2, 0=arg(l1+1i) :ig
dvs z12 = V2eFT . Vi far nu

o\ 4 4 = ) X
7y = (ﬂei’z) = V2 T = 4T = 4™ = 4.



(b)

Eftersom polynomet i vinsterledet har reella koefficienter &r &ven konjugatet ¢ en rot. Enligt
faktorsatsen dr dirfor g(z) = (2 — (—i))(z — i) = 2% + 1 en faktor i p(z) = 20 + 2% + 422 + 4.
Polynomdivisionen p(z)/g(z) ger

p(z) = (2% + 1)(24 +4).

Den binomiska ekvationen z* +4 = 0 < 2* = —4 kan 16sas genom att ga &ver till polir form
men det beh6vs dock inte i det hér fallet eftersom 4a ovan redan har gett oss tva rotter: 1 £
och dirmed faktorn (z — (1 +14))(z — (1 —i)) = 22 — 2z + 2. Ytterligare en polynomdivision
ger nu p(z) = (22 +1)(22 — 22+ 2)(2% + 22 + 2) diir vi enkelt hittar nollstéllena —1 £ till den
sista andragradsfaktorn med pg-formeln.

Egentligen ar inte berdkningen efter den forsta polynomdivisionen nédvandig eftersom rétterna
till en binomisk ekvation av grad 4 bildar en regelbunden 4-hérning i det komplexa talplanet.
Eftersom tva av rotterna ar 1 &+ ¢ méaste alltsd de Gvriga vara —1 + 4.

Sammanfattningsvis har den ursprungliga ekvationen rétterna z = 4+i och z = £1 £ 3.

Anm: For att 16sa 2* = —4 kan vi som sagt #ven anvinda standardmetoden for 16sning av

binomiska ekvationer, dvs ga 6ver till polar form:

" @{T V2 k € 7.

Z4 — (7'67;6)4 — T4€i46 — 4= 4ei7T PN
40 =7+ k- 27

Rétterna till ekvationen z* = —4 ges dérfor av z, = v2eE1F3) £ =0,1,2,3, dvs

20 = V2e'i = \/ﬁ(cosg +ising) =1+1,
21 = V25 T8) = /2! = —1 41,

29 = 26l GEH™) = 2l = —1 —

23 = V26 T+F) = /26l T =1 —1i.

Enligt "Handskakningslemmat” dr summan av nodernas gradtal lika med 2 ganger antalet
bagar. Om resterande antal noder &r n och samtliga av dessa har grad g far vi darfor

> deg(v) =2|E|<2-44+3-24+n-g=2-12& ng =10
veV

< (n,g9) = (1,10), (2,5), (5,2) eller (10, 1).

Eftersom n > 1 utgar det forsta alternativet. Vi vet ocksa att G ar en Eulergraf vilket innebar
att samtliga noder har jamnt gradtal och det betyder att det enda mojliga alternativet av de
tre aterstdende ar (n,g) = (5,2). De resterande noderna har alltsi grad 2. Figur 1 visar en
graf med dessa egenskaper.

Figur 1: En graf som uppfyller villkoren i uppgift 5a.

Sétter vi x = antal dygn med bat och y = antal dygn med &6vriga fardmedel hittar vi svaret
bland de positiva heltalslosningarna till den diofantiska ekvationen

720z 4+ 400y = 15200 < 9z 4 5y = 190.
Eftersom sgd(9,5) = 1/190 har ekvationen heltalslésning och den allménna losningen ges av
(z,y) = (190z¢ + 51,190y — 9n), n € Z,

dar (zg,yo) ar en 16sning till hjilpekvationen 9z + 5y = 1. Eftersom sgd(9,5) = 1 kan vi hitta
en sddan med hjilp av Euklides algoritm (om vi inte ser den enkla 16sningen direkt):
9=1-5+14

=>1=5-4=5-(9-5)=9-(—-1)+5-2.
521-4-1—1} ( ) (=1 +



Vi kan alltsé vélja (2o, yo0) = (—1,2) och den allménna l6sningen ges nu av:
(z,y) = (=190 + 51,380 — 9n), n € Z.

De positiva heltalslésningarna bestdms genom:

190
x>0©—190+5n>0®n>?:38

380 <39 <n <42
y>0<:>380—9n>0(:>n<7242.222...

n =39 ger (z,y) = (5,29) medan n = 40 ger (z,y) = (10, 20) vilket inte uppfyller villkoret att
T < %er Ovriga n ger storre x och mindre y s& de uppfyller inte heller villkoret pa x. Den
enda 16sningen #r alltsd (z,y) = (5,29) vilket ger totalt 34 resdagar.

(a) Om p och ¢ &r tva olika primtal &r ¢(pg) = (p—1)(g—1). Eftersom 55 = 11-5 (dvs en produkt
av tva olika primtal) far vi direkt att ¢(55) = (11 —1)(5 — 1) = 40.
Eftersom sgd(123,55) = 1 ger Eulers sats att 123?(3®) =1 (mod 55) och vi far darfor

123721 = 123%29. 123" = (123%9)® . 123! =1%.123 =123 =13 (mod 55)

eftersom 123 = 2 - 55 + 13 dvs 123%?! mod 55 = 13.
(b) Totala antalet mojliga utfall da en tirning kastas 6 ganger dr 6°.

1) P(Minst en sexa) = 1 — P(Ingen sexa). Om vi inte ska fa en sexa &r antalet utfall per kast

5 och vi far

56 31031
— — = —— =0.665...
65 46656

2) P(Minst tvé visar samma) = 1 — P(Alla visar olika). Om alla ska visa olika har vi 6 utfall
pa forsta kastet, 5 pa andra, 4 pa tredje osv. Detta ger:

P(Minst en sexa) = 1

! 1
0 = 319 =0.984...

P(Minst tva visar samma) = 1 — &= 331

3) Vi viljer forst ut vilka tre valorer vi ska ha dubbletter av och detta kan goras pa (g) olika
sitt. For varje sddant val kan vi f& valérerna i olika ordning nér kasten gors och vi kan se

det som att vi ska bilda ord med 6 bokstéver dar vi bara har dubbletter av 3 bokstaver.
6!

Detta kan goras pa totalt 555 olika sétt och vi far dérfor

5o _ 1800 _ 25

P(Endast dubbletter) = (5 = e~ gig — 0-0385..




