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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhalla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 3 och
godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.

1. (a)
(b)

(c)

Ar utsagan (A = —B) V A en tautologi? (1p)
Los ekvationen (2p)

sinz — cosx = V2.

Skriv talen

z10=1+3i
pa polér form och talen z} , pa rektangulir form. (2p)
Bestdm samtliga implikationer mellan f6ljande utsagor for reella tal x: (2p)
A:m3+x2§m, B:Inz <0, C: x| < 1.
z—1
Los differensekvationen (8p)

Yn+2 = Wny1 + 3yn =2,
Yo = 17 Y1 = 2.

En skolklass bestar av 8 flickor och 7 pojkar. Klassen ska delta i en nationell matematiktévling

och man ska darfor ta ut ett lag med 5 elever som ska representera klassen. Enligt tévlings-

reglerna ska varje lag besta av minst 2 flickor och minst 2 pojkar. P4 hur manga sidtt kan man

ta ut laget? Svaret ska anges pa berdknad form dvs. som ett heltal. (2p)

Visa att

n

D Ak =4+432+108+ - +4n® = n’(n + 1)°
k=1

for alla heltal n > 1. (8p)

Grafen G dr sammanhéngande och har 10 bagar. Tva av noderna har grad 4 och fyra har
grad 2. De resterande noderna &r fler &n tva och har alla samma grad. Rita en graf med dessa
egenskaper. Ar G en Eulergraf? (2p)

En kvill pa studentpuben kopte Pelle och 10 av hans torstiga kursare 6l och alkoholfri cider.
Olen kostade 33 kr/flaska, cidern 24 kr/flaska och alla kopte minst en flaska. Nér kvillen var

slut blev notan 420 kr. Hur manga flaskor 6l kan Pelle hogst kopt under kvéllen? (3p)
Formulera och bevisa faktorsatsen. (2p)
Ekvationen

25— ST 822482, -8=0

har roten i samt ytterligare en rot som &r latta att gissa. Los ekvationen fullstdndigt och ange
samtliga rotter pa rektangulér form. (3p)

6. En binér string av lingd n > 1 innehéller n st ettor och/eller nollor. Ett exempel pé en sddan
striang av langd 8 &r 01110010.

(a)
(b)

Hur méanga binéra stréangar med lingd 8 som borjar med 1 innehéller exakt fyra l:or?  (Ip)

Bestdam en rekursionsekvation fér antalet bindra strangar av langd n som innehaller minst tva
pa varandra foljande ettor. Beridkna dérefter antalet sddana strangar for n = 8. (4p)

Svaren ska i bada fallen anges pa berdknad form.

Lycka till!



Losningsforslag

1. (a) Vi gor en sanningsvirdestabell:

|A|B|-B|A=-B|(A=-B)VA|
S|s|F F S
S|F| s S S
F|S| F S S
F|F| 8 S S

Eftersom utsagan ar sann oberoende av de ingéende utsagornas sanningsviarden ar den en
tautologi.

(b) Har kan vi anvénda hjélpvinkelmetoden: Normering ger

sinx —

: — 2 —1)2 ; ;COSJT

1 1
\@(Sinx+<> cosx)\/i cospsinz + sin pcosz) = V2sin(z + ¢).
7 7 (cos pcosz) (z+¢)

< Sl

o x s e ]
ar ¢ = —7 och vi far nu:

|
‘ [l

cos
En vinkel som uppfyller { )
sinp =

sinz — cosx = V/2sin(z — %) = V2 & sin (x— %) =1

3

Anm: En alternativ 16sningsmetod ar att forst skriva om ekvationen, sedan kvadrera och
utnyttja trigonmetriska ettan for att fa en andragradsekvation i cos x:

sinx:cosx+\/§:>sin2x:1—(;0823::(Cosx+\/§)2:cos2x+2\/§cosx+2
2
1 1
2
& cos?z+V2cosr4+ == (cosz+—) =0
2 ( \/§>

1 3
@cosx:——@m:il—i—n-?ﬂ

NG 4

dér ,i%r +n - 27 &r falska rotter eftersom
1 1
sin<3;r+n'27r> COS(347T+TL'27T> = — —(—=)=0#V2
(c) Vi bérjar med att skriva talen z; o pa polir form (z = re®):

r=lza] = 1 £iV3] = /12 + (£V3)2 =2, 6 =arg(l+iV3) = j:g

] I . o
dvs 212 = 2e*3 . Vi far nu



2.

(a)

A: Vi samlar alla termer pa véinster sida om olikhetstecknet, gor likndmnigt, faktoriserar och
gor teckenstudium:
z3 + 22 +a?—xx—-1) x(@*+1)

= = <0.
r—1 v r—1 r—1 =

Faktorn 22 4+ 1 > 0 och behover darfor inte tas med i teckenstudiet:

v | 0 1

T - 0 + + + 3 + 12

r—1 - - - 0 4+ T <re0<z<L
M + 0 — * +

rz—1

B:Inz<0&0<2<.
C:lz|<le-l<z<l.
De implikationer som géller ar darfér: A = C, B = A och B = C.

Den allménna 16sningen till den linjéara differensekvationen

L(Yn) = Yn+2 — Wnt1 + 3yn = 2 (1)
ges av Yp, = Ynn + Ypn dAr yp, 8r den allménna losningen till motsvarande homogena differen-
sekvation L£(y,) = 0 och y,, en partikuldrlsning till (1).

i. Bestimning av ypn:
Roétterna till den karaktéristiska ekvationen 72 —4r +3 = 0 &r r; = 3 och ro = 1 vilket ger

Yhn = C13" + Cs.

ii. Bestadmning av Ypn:
Eftersom hogerledet dr en konstant (polynom av grad 0) &r standardansatsen ett polynom
av samma grad dvs. y,, = a men eftersom den ingar i yn, kommer den inte att fungera
och vi gor dérfor istéllet ansatsen y,, = an. Insdttning ger:

Yn+2 — YYnt1 + 3yn = a(n + 2) —4a(n+ 1) + 3an = n(a — 4a + 3a) + 2a — 4a = —2a = 2
Sa=—1

Den allménna 16sningen till differensekvationen ar alltsa
Yn = Yan + Ypn = C13" + C2 — n.
Fran begynnelsevillkoren far vi
Yo=C13"+Co—0=C1+Cr=1&Cy =1-Cy,
Y =013 4+C—1=3C,+1-C,—-1=20C,=2C,=1,Cy,=0.

Den sokta 16sningen &ar darfor
Yn =3" —n.

Har handlar det om urval utan hénsyn till ordningen och utan upprepning dvs. kombinationer.
Antalet sitt att vélja ut t.ex. 2 flickor bland 8 ges av (g) Eftersom urvalet av pojkar &ar helt
oberoende av urvalet av flickor ges totala antalet urval av fem elever dér minst 2 &r flickor och

minst 2 ar pojkar enligt additions- och multiplicationsprinciperna av

8\ (7 8\/7\ 87 7-6-5 876 7-6
= . e =4.7-7. 7T
<2><3)+<3)<2> 2-1 3-2-1 3-2-1 2-1 (AN A
=7%(4-5+8-3) =49 - 44 = 2156.



(b) Vi gor ett induktionsbevis.

Pastaende: » 4k% =44 32+ 108 + -+ + 4n® = n’(n + 1)* for alla heltal n > 1.
k=1

i. Basfallet: For n = 1 har vi:
V0,1 =4-1>=4
HL,—; = 12(1+1)> =4= VL,

dvs. pastaendet ar sant for n = 1.
ii. Induktionssteget: Antag att pastaendet &r sant for n =p > 1:

p
Z 4k3 =4+ 32+ 108 + --- 4+ 4p® = p*(p + 1)? < Induktionsantagandet (i.a.)
k=1

Forn=p+1 far vi da

p+1 )
VLp—pp1 = 3 45 =4432+- +4p° +d(p+1)° 2 p*(p+ 1)* +4(p + 1)°
k=1 VLn—p HL,—,

=@+ 12 +4p+4) = (p+1)%(p+2)* = HLy—pi1

Sammanfattning: Pastdendet &r sant for n = 1 och om det &r sant for n = p dr det ocksa sant
for n = p + 1. Enligt Induktionsaxiomet &r darfor pastaendet sant for alla heltal n > 1.

(a) Enligt "Handskakningslemmat” &r summan av nodernas gradtal lika med 2 ganger antalet
bagar. Om resterande antal noder &r n och samtliga av dessa har grad g far vi darfoér

> deg(v) =2|E| < 2-4+4-24n-g=2-10 < ng =4.
veV

Eftersom ng = 4 och n > 2 &r (n,g) = (4,1). Figur 1 visar en graf med dessa egenskaper.

N7
AN

Figur 1: En graf som uppfyller villkoren i uppgift 4a.

Enligt Euler-Hierholzers sats innehaller G en Eulercykel om och endast om samtliga noder har
jamnt gradtal. Eftersom 4 av noderna har grad 1 &r G inte en Eulergraf.

(b) Sétter vi & = antal 6l och y = antal cider hittar vi svaret bland de icke-negativa heltalslos-
ningarna till den diofantiska ekvationen

332 + 24y = 420 < 11z + 8y = 140.
Eftersom sgd(11,8) = 1]140 har ekvationen heltalslosning och den allménna lsningen ges av
(z,y) = (140z¢ — 8n,140yy + 11n), n € Z,

dar (zo,yo) ar en losning till hjdlpekvationen 11z + 8y = 1. Eftersom sgd(11,8) = 1 kan vi
hitta en sadan med hjilp av Euklides algoritm:

11=1-8+3
8=2.34+2p=>1=3-2=11-8—-(8—-2-3)=11-2-8+2-3=11—-2-8+2(11—8)
3=1-2+1

—11-3+8-(—4).
Vi kan alltsd vélja (2o, o) = (3, —4) och den allménna lésningen ges nu av:

(z,y) = (420 — 8n,—560 + 11n), n € Z.



De icke-negativa heltalslosningarna bestdms genom:

42
x20®420—8n20®n§?0252.5

560 < n =51 eller n = 52.
y20®—560+11n20<:>n21—1:50.9...

n =51 ger (x,y) = (12,1) medan n = 52 ger (x,y) = (4, 12). Eftersom Pelle hade 10 kursare
med sig ger forsta fallet maximalt 12 — 9 = 3 4l till Pelle (och 9 61 och 1 cider till de andra)
medan han i det andra fallet kan ha kopt alla 4 6len. Pelle kan alltsd maximalt ha kopt 4 6l
under kvallen.

Faktorsatsen: Om f(z) ar ett polynom s &r

fla) =0« f(z) =q(z)(z - a)

dér g(z) &r ett polynom med grad(q) = grad(f) — 1.

Beuvis:

i. (=) Dividerar vi f(z) med z — « far vi

f(@) = q(z)(z —a) +r(x) (%)

dér r enligt divisionsalgoritmen &r ett polynom med grad(r) < grad(z — a) = 1 dvs en
konstant C. x = a i (*) =

0= f(a) =qgla)(a-a)+C=C= f(z) =q(x)(z - a)

i (<) f(@)=q(@)(z-a)= fla) =q(a)(a—a)=0.
Eftersom polynomet i vénsterledet har reella koefficienter ar &ven konjugatet —i en rot. Giss-
ning ger dessutom roten 1. Enligt faktorsatsen ar darfor ¢g(z) = (z +14)(z —i)(z — 1) =
(224+1)(z —1) = 23 =22+ 2z — 1 en faktor i p(z) = 25 — 25 + 2% + 72% — 822 + 82 — 8.
Polynomdivisionen p(z)/g(z) ger

p(z) = (2 =22+ 2 - 1)(2* +8).

Den binomiska ekvationen z% + 8 = 0 < 23 = —8 kan 16sas genom att ga &ver till polir form
men det behovs dock inte i det hér fallet eftersom 1c ovan redan har gett oss tva rétter: 144v/3.
Vi inser direkt att —2 &r den sista roten och vi kan ocksd motivera det med att rétterna till
en binomisk ekvation av grad 3 bildar en regelbunden 3-hoérning i det komplexa talplanet.
Sammanfattningsvis har den ursprungliga ekvationen rétterna z = +i, z = 1, z = —2 och
z=1+1iV3.

Anm: Alternativa 16sningsmetoder for ekvationen z3 + 8 = 0:

1) Eftersom vi ser att —2 &r en rot ger polynomdivision med z + 2 att
2 4+8=(2+2)(2%—22+4)

dér andragradsekvationen som motsvarar den andra faktorn nu enkelt kan 16sas med pg-
formeln vilket ger rétterna ovan.

2) Vi kan som sagt dven anvénda standardmetoden fér 18sning av binomiska ekvationer, dvs
ga over till polar form:

23 = (re'?)3 =130 = 8 =8¢ & ' el 5 ke Z.
30 =m+k-21 =14k
Rotterna till ekvationen 2z = —8 ges déarfor av z, = 2¢"5+F5) |k =0,1,2, dvs

=2¢'m = -2
23 = V23T F) = /26 = 2(cos 3 +isin 3F) =1 —iV/3.

)

zo = 2e'% =2(cos T +isin ) =1+iV/3,
)
3



6.

(a) Ska stringen borja med 1 behdver vi bara bestdmma hur manga binéira stringar av lingd 7
som innehaller tre 1:or. Om alla siffror varit olika hade vi kunnat bilda 7! olika stréngar men
eftersom vi nu har tre l:or och resten (fyra) 0:or som kan permuteras pa vardera 3! respektive
4! olika sétt utan att stréngen &ndras far vi totalt

7 7-6-5
3141 3l

= 7-5 = 35 binéra stréngar.

(b) Vi later y, beteckna antalet bindra strangar med langd n som innehaller tva pa varandra
féljande 1:or och inser direkt att y; = 0 och yo = 1.
Antag nu att vi ska skapa en n-siffrig bindr strang fér n > 3 som innehaller tva pa varandra
foljande 1:or genom att ldgga till en siffra k& (1 eller 0) till en godtycklig (n — 1)-siffrig binér
stréng s, _1 enligt figuren nedan. Det finns da tre fall:

e 5,1 innehaller tva pa varandra foljande 1:or. Da kan k vara antingen 1 eller 0 vilket ger
bidraget 2y, _1 till y,,.

e 5,1 innehéller inte tva pa varandra féljande 1:or och borjar med 1 vilket innebér att 2:a
siffran i s,,_1 méaste vara 0. Da maste k vara 1. Bidraget till y,, ges dérfor i det héar fallet
av antalet (n — 3)-siffriga stringar som inte innehaller tva pa varandra foljande l:or dvs
2n73 — Yn-3.

e 5,1 innehaller inte tva pa varandra féljande 1:or och borjar med 0. Da kan vi inte anvénda
den stréangen och det hér fallet ger inget bidrag till y,,.

HOO000-000

Godtycklig strang s,_—1 med langd n — 1
L J
Strang av lingd n med 2 pa varandra féljande 1:or

Antalet bindra strangar av langd n om innehéller tva péa varandra foljande 1:or ges alltsi av rekur-
sionsekvationen

Yn = 2yn—l + 2n73 — Yn—3, N > 3.
Y1 = 07 Y2 = 1.

Vi kan nu enkelt bestdmma yg rekursivt:

Y3 =2y +2° —yp=2-14+1-0=3,

Y =2ys+2' —y1 =2-34+2-0=38,

Ys =2ya +2° —yp=2-8+4—-1=19,

Yo = 2uys +2° —y3 =2-19+8 — 3 = 43,
yr=2ys +2* —ys =243 +16 — 8 = 94,
ys = 2y7 +2° —ys =294 + 32 — 19 = 201.



