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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv ldsligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhalla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstindig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p for 3 och
godkéind, 20 p for 4 och 25 p for 5.

1. (a)

(b)

2. (a)

Los ekvationen (2p)
2cos® z + 3sinz = 3.
Bestdm samtliga implikationer mellan f6ljande utsagor for reella tal a: (3p)
A |z +2|—|z| > =, B:In(x—1) <0, C: 2% <4
Hur ménga olika ”"ord” med 10 bokstédver kan man bilda med hjélp av bokstdverna i
"MATTETENTA” ?

Vad blir svaret pa fragan om ordet “MATTE” inte far ingd som en del av orden dvs. om ord
av typen “ET{MATTE}NAT” inte ska ridknas med? Bada svaren far innehalla fakulteter. (2p)

Los differensekvationen (3p)

{yn-‘rQ - 3yn+1 + 2yn = 27’1,,

Yo=1, y1 =0.

Formulera och bevisa faktorsatsen. (2p)
Visa att

> Bk(k+1)=6+18+36+60+ - +3n(n+1)=n(n+1)(n+2)

k=1
for alla heltal n > 1. (3p)
Skriv talen z; o = 11 pa polir form. Berikna dérefter talen z{ och 23 och ange resultatet pa
rektanguldr form. (2p)

Ekvationen
4442 44=0

har roten —i. Los ekvationen fullstindigt och ange samtliga rotter pa rektangular form. (3p)

Grafen G dr sammanhéngande och har 12 bagar. 4 av noderna har grad 4 och de resterande
noderna har alla samma grad. Ar det mojligt att G ar bade en Eulergraf och en
Hamiltongraf? (2p)

Husdjursingenjoren Kajsa har tre sorters djur hemma i sitt hus: Ormar, katter och papegojor.
Vid ett tillfdlle ndr Kajsa och hennes pojkvin Kalle var ensamma med alla Kajsas husdjur
fanns det totalt 30 huvuden och 64 fotter i huset. Vilket &r det storsta mojliga sammanlagda
antalet katter och papegojor som d& fanns i huset?

Ledning: Alla varelser i huset hade vid det aktuella tillfallet varsitt huvud. Ormarna hade inga
fotter, katterna hade fyra och Kajsa, Kalle och papegojorna hade tva. (8p)

Bestém forst ¢(187) och beriikna dérefter 522 mod 187. (2p)

Pa sjorovaringenjoren Pelle Skracks skepp finns det tre master. Pelle har 5 flaggor i olika
farger som han kan hénga upp under varandra i masterna for att skicka signaler till sina elaka
sjorovarkollegor. Varje mast har plats for alla 5 flaggorna. Hur ménga olika signaler kan Pelle
skicka om minst 1 av de 5 flaggorna anvénds for varje signal? Svaret ska anges pa berdknad
form som ett heltal. (3p)

Lycka till!



Losningsforslag
1. (a) Ekvationen &r en andragradsekvation i sin a:

2

3 1
2cos?z 4+ 3sinz = 2(1 —sin® ) + 3sinz = 3 & sin® x — 5sinx+ -=0

2
. 1 .
& sine = 3 eller sinz = 1.
Loésningarna ges nu av:

1 5
sinx:§©x2%+n-27r eller $=W—%+TL~27T:%+TL-27T

sinle@m:g—&-nﬂw.

(b) A : Vi har:
T+ 2, T > =2 z, x>0
|z +2| = |z =
—(z+2), z<-2 —z, <0
och vi 16ser darfor olikheten i tre intervall:
T r< =2 -2 -2<x<0 0 >0

[z +2[—|z] > [z +2[—|z] > [z +2[—|z] >
& —(x+2)—(—2)>=x sSr+2—(—z)>=x Sr+2-—zx>z
S <=2 S x> =2 S <2
Uppfyllt f6r alla z i intervallet! Uppfyllt for alla z i intervallet!

Szl —zl e a <2

B:lnz-1)<0&s0<z-1<lel<e<2
C:r?<de -2<z<2
De implikationer som géller ar alltsa: B = A och C = A.

2. (a) Om alla 10 bokstéver i ordet "MATTETENTA” varit olika hade vi kunnat bilda 10! olika ord
men eftersom vi har 4 T:n, 2 E:n och 2 A:n, och dessa kan permuteras pa 4!, 2! respektive 2!
olika sétt utan att ett ord &ndras, far vi totalt

10!

112121 = 37800 olika ord.

Vi noterar nu att:
Antalet ord utan "MATTE” = totala antalet ord — antalet ord som innehaller "MATTE”

och berdknar darfor hur manga ord som innehaller ordet "M ATTE”. Eftersom bokstédverna ska
sta intill varandra i den ordningen kan vi betrakta dem som en bokstav M dvs. vi har totalt
6 bokstiver (MTENTA) av vilka vi kan bilda totalt 6!/2! olika ord eftersom vi har tva T:n.
Antalet ord som inte innehaller MATTE ges darfor av

10! 6!

12121 91 = 37800 — 360 = 37440.

(b) Den allménna lésningen ges av yn = Ynn + Ypn d&r yp, &r den allménna 16sningen till mot-
svarande homogena differensekvation (HL = 0) och y,, en partikuldrlosning till den givna
differensekvationen.

i. Bestimning av ypn:
Roétterna till den karaktéristiska ekvationen 72 —3r+2 = 0 &r r; = 2 och ro = 1 vilket ger

Yhn = C12n + 021n = C12n + 02.

ii. Bestdmning av Ypn:
Hogerledet 2n ar ett forstagradspolynom men standardansatsen An + B fungerar inte hér
eftersom yp,, ocksd innehéaller en konstantterm (Cy). Vi gor darfor istéllet ansatsen

Ypn = n(An + B) = An® + Bn.



Inséttning ger:

Yni2 — 3Yni1 +2Un = A(n+2)2 + B(n +2) —3(A(n +1)* + B(n + 1)) + 2(An* + Bn)
=n?(A—3A+2A)+n(4A+ B —-6A—3B+2B)+4A+2B -3A - 3B
=n(—24A)+A-B=2ns A=B=—-1.

Den allménna 16sningen till differensekvationen ar alltsa
Yn = Yhn + Ypn = C12" + C2 — n* — n.
Fran begynnelsevillkoren far vi
Yo=C12"+Co—0°-0=C1+Co=1C=1-C,
=012 4+C,—12-1=20,41-C,-2=C-1=0C,=1=Cy,=0.

Den stkta 16sningen &r alltsa

Yn = 2" —n? —n.

(a) Faktorsatsen: Om f(z) &r ett polynom sa &r

fla) =0« f(z) =q(z)(z —a)

dér g(z) &r ett polynom med grad(q) = grad(f) — 1.

Beuvis:

i. (=) Dividerar vi f(z) med z — « far vi

f(@) = q(z)(z —a) +r(x) (%)

dar r enligt divisionsalgoritmen &r ett polynom med grad(r) < grad(z —a) = 1 dvs en
konstant C. x = a i (*) =

0= f(a) =gla)(a-a)+C=C= f(z) =q(x)(z - a).

i (<) f(@)=q(@)(z-a)= flo) =q(a)(a—a) =0.
(b) Vi gor ett induktionsbevis.

Pastaende: Z 3k(k+1) =6+184+36+...+3n(n+1) =n(n+1)(n+2) for alla heltal n > 1.
k=1

i. Basfallet: For n = 1 har vi:
VL,-1=3-1(14+1)=6
HL,-1 =1(1+1)(142) =6 = VL,
dvs. pastaendet ar sant for n = 1.
ii. Induktionssteget: Antag att pastaendet ar sant for n = p > 1:

P

Z 3k(k+1) =6+18436+---+3p(p+1) = p(p+1)(p+2) « Induktionsantagandet (i.a.)
k=1

Forn=p+ 1 far vi da

p+1

VLp—pi1 =Y 3k(k+1)=6+18+...+3p(p+ 1) +3(p+1)(p +2)
k=1

VLp—p

Zpp+D)p+2) 430+ D)(p+2) = (p+1)(p+2)(p+3) = HLy—pi
HLy—p

Sammanfatining: Pastaendet ar sant for n = 1 och om det &r sant fér n = p dr det ocksé sant
for n = p + 1. Enligt Induktionsaxiomet ar déarfor pastaendet sant for alla heltal n > 1.



4.

(a)

Vi bérjar med att skriva talen z; o pa polér form (z = re'?):

r=lza] =14 =12+ (E1)2 =2, 0=arg(l+i)= j:%
dvs z12 = V2etiT . Vi far nu
N\ 4 o . ;
Z41172 _ (\/ie:tzz) _ \/§4€:|:141 _ 4e:|:z7'r — 4o — 4.

Eftersom zy = —i &r en rot och den algebraiska ekvationen har reella koefficienter ar &ven
Zp = i en rot. Enligt Faktorsatsen dir dirfor (z +i)(z — i) = 22 + 1 en faktor i polynomet i
ekvationens vénsterled. Polynomdivision ger nu den faktoriserade ekvationen

St 4 +a=+ 1) +4) =0

Den binomiska ekvationen 2* + 4 = 0 < z* = —4 kan vi 16sa genom att direkt ga éver till
polir form eller genom att forst anvinda konjugatregeln: (2% 4+ 4) = (22 + 2i)(2? — 2i) och
sedan 16sa de bada binomiska ekvationerna z? = 42i. Det behovs dock inte i det hér fallet.
4a ovan har redan gett oss tva rotter: 1 44 och eftersom rétterna till en binomisk ekvation av
grad 4 bildar en regelbunden 4-horning i det komplexa talplanet far vi direkt att £1 + ¢ ar de
tva andra rotterna. Sammanfattningsvis har den ursprungliga ekvationen rétterna z = +i och
z=%(1+1).

Anm: Ett alternativt séitt att 15sa ekvationen &r att sitta t = 22 vilket ger tredjegradsekva-
tionen ¢ + t2 + 4t +4 = 0. Gissning ger roten ¢ = —1 (som motsvarar 212 = +i) och
polynomdivision med faktorn t 4+ 1 ger

Bt dt+4=0t+1D({t*+4) =0

vilket innebér att de tva andra rétterna #ir 24, Ekvationerna ¢t = 22 = £2i kan nu t.ex. 16sas
genom inséttning av ansatsen z = a+1b vilket ger de resterande 4 rétterna till den ursprungliga
ekvationen.

Enligt "Handskakningslemmat” &r summan av nodernas gradtal lika med 2 ganger antalet
bagar. Eftersom 4 noder har grad 4 och de resterande (n) noderna alla har samma grad (g)
far vi darfor:

D deg(v) =2|E| < 4-44+ng=2-12ng =38

veV
dvs. (n,9) = (1,8), (2,4), (4,2) eller (8,1). For (n,g) = (1,8) ar dock G en multigraf.

1) Enligt Euler-Hierholzers sats innehéller G en Eulercykel om och endast om den &r sam-
manhéngande och samtliga noder har jamnt gradtal. Detta betyder att fér alternativen
(n,g) = (2,4) och (4,2) ér G en Eulergraf.

2) Har kan vi utnyttja Ore’s sats: Om G dr en sammanhéngande, oglefri graf med n > 3
noder och

deg(z) + deg(y) = n

for varje par av noder = och y som inte &r grannar sa &r G en Hamiltongraf. Om G ar 6glefri
och (n,g) = (2,4) (vilket innebér att G &r en Eulergraf enligt 1) &r férutsdttningarna i
satsen uppfyllda eftersom alla noder da har grad 4 och antalet noder &r 6.

Svaret pa fragan &r alltsa ja, G kan vara bade en Eulergraf och en Hamiltongraf.

Vi sétter o = antal ormar, k& = antal katter, p = antal papegojor och séker de positiva
heltalslésningarna till

o+k+p+2=30 (antal huvuden) (1)
4k +2(p+2) = 64 (antal f6tter) (2)

dar Kajsas och Kalles huvuden och fotter &r inrdiknade. Forenkling av ekvation (2) ger den
diofantiska ekvationen
2k +p = 30.

Eftersom ekvationen redan &r forenklad s& langt som mdojligt (sgd(2,1) = 1) dr den allménna
l6sningen (k,p) = (30ko — n - 1,30pg + n - 2) dér (ko,po) &r en l6sning till hjilpekvationen



2k +p = 1. Vi ser direkt att (ko,po) = (1,—1) loser denna och den allménna losningen ges
dérfor av:
(k,p) =(30—n,—30+2n) necZ

Ekvation (1) ger nu o = 28 —k —p = 28 —n och de positiva heltalslosningarna bestams genom:
0>028—n>0&n<28

k>030—n>0&n<30 <16 <n <27
p>0& —-30+2n>0<n>15

Vi har £k +p = 30 — n — 30 4+ 2n = n. Maximering av det sammanlagda antalet katter och
papegojor innebar darfor att vi ska vilja storsta mojliga n dvs.

(k + p)max = 27.

Det storsta sammanlagda antalet katter och papegojor &r alltsa 27 vilket vi far om Kajsa har
1 orm, 3 katter och 24 papegojor.

Om p och ¢ &r tva olika primtal ar ¢(pq) = (p — 1)(¢ — 1). Eftersom 187 = 17 - 11 (dvs en
produkt av tva olika primtal) far vi direkt att ¢(187) = (17 —1)(11 — 1) = 160.

Eftersom sgd(5,187) = 1 ger Eulers sats att 5¢(187) = 1 (mod 187) och vi far dirfor
5322 — 5160 516052 — 1.1.52 =25 (mod 187)

dvs 522 mod 187 = 25.

Vi berdknar forst pa hur méanga sétt vi kan férdela antalet flaggor pa masterna. Om vi har 3
master och r flaggor av 5 ska anviindas soker vi antalet icke-negativa heltalslésningar till

1+ T2 +x3 =71, x; = antal flaggor i mast i,

vilket ges av (3+;_1) = (Tf). For varje sddan konfiguration ska vi sedan placera ut r st flaggor
av 5 dar ordningen (flaggornas position) ar av betydelse dvs. vi sdker antalet permutationer

av r element bland 5 vilket ges av (%): Om Pelle anvinder minst 1 av de 5 flaggorna har
han darfor tillgang till

5
5
r+2\ 5l 3\5  (4\5! (5\5 (65 [T\
— P JR— p— —_— _— = l.k i 1 .
Z( r )(5—r)! (1)4!+<2)3!+(3)21+(4>1!+(5>0! 5055 olika signaler

r=1




