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Inga hjdlpmedel. Fyll i omslaget fullstindigt och skriv anonymiseringskod pa varje papper. Skriv lasligt
och hégst en uppgift per sida. For att erhdlla full poing pa ett problem krdvs en kortfattad men fullstdndig
motivering samt ett tydligt och exakt angivet svar pd enklaste form. Betygsgrinserna dr 15 p fér 8 och
godkédnd, 20 p for 4 och 25 p for 5.

1. (a) Los ekvationen (2p)
2cos? x + sinz = 2.
(b) Bestdm samtliga implikationer mellan foljande utsagor for reella tal x: (3p)
3 .2 .
Azﬁ#gx, B: 2572 <1, C: x®<8.
T —

2. (a) Skriv talet
_i(1+4V/3)
1
pa poldr form samt talet z® pa rektangulér form. (2p)
(b) Ekvationen
294+ 28— 1622 —16 =10
har roten i. Los ekvationen fullstdndigt och ange samtliga rotter pa rektanguldr form.  (3p)
3. (a) Hur manga olika “ord” med 12 bokstéver kan man bilda med hjélp av bokstéverna i
"TROLLERILADA”

om varje bokstav ska anvindas en gang och:
1) Alla ord ska avslutas med “LADA”?

2) Ordet “TROLL” far inte ingd som en del av orden dvs. ord av typen IRALATROLLED
ska inte rdknas med?

Svaren far vid behov innehéalla fakulteter. (2p)
(b) Los differensekvationen (3p)
Yn42 — Syn—i-l + 2yn =2-3" - 1a
Yo = 0, Yy = 1.
4. (a) Formulera och bevisa formeln for en geometrisk summa. (2p)
(b) Visa att
n 1—k 5 17 1—n 1—n
> +2k—1) =145+ + o +27 42— 1) =2-2"""+n(n-1)
k=0
for alla heltal n > 0. (8p)

5. (a) Grafen G ar 6glefri, ssammanhéngande och har 6 noder och 12 bagar. Minst 4 av noderna har
grad 4 och de resterande 2 noderna har bada samma grad. Ar denna information tillrécklig
for att avgdra om G &r en (2p)

1) Eulergraf?
2) Hamiltongraf?

(b) Spelingenjoren Pelle dr pé casino och spelar poker. Han vinner totalt 40 marker bestéende
av vita (virde 6 kr), réda (virde 15 kr) och blaa (vérde 45 kr). Pelle hdvdar att han vunnit
totalt 500 kr medan casinoingenjoren Sara menar att han rdknat fel och i sjélva verket bara
har vunnit marker for 480 kr. Avgor vem av dem som har réitt och bestdm sedan det storsta
antalet r6da marker Pelle kan ha vunnit. (8p)

6. I tarningsingenjoren Kajsas populdra spel kastar spelaren en vanlig tarning 7 ganger. Vad ar san-
nolikheten for att

(a) minst en sexa kommer upp? (Ip

(b) summan av tarningarnas resultat ar mindre dn 137 (2p)

(¢c) alla sex sidorna kommer upp? (2p

Lycka till!



Losningsforslag

1.

3.

(a)

Trigonometriska ettan foljt av faktorisering ger direkt

1 1
2cos®x +sina = 2(1 —sin® z) +sinz = 2 < 2sina(sinx — 5) =0<%sinz =0eller sinz = 3

@x:mr,x:%—l—n%rellerx:%—kn%r.

A : Vi samlar alla termer pé véinster sida om olikhetstecknet, gor likndmnigt, faktoriserar och

gor teckenstudium:

$3+IE27$< 2+ 2% —x 2+ 2% -2 —x(r—2)

x3+x

2
:x(x +1) <

T g rvE 2
r— 2 - T —2 xr—2

Faktorn x2 + 1 > 0 paverkar inte tecknet och tas darfér inte med i teckenstudiet:

T ‘ 2
T - 0 + + +
r—2 - - - 0 +
M + 0 — * +
z—2

Olikheten &r alltsa uppfylld for 0 < z < 2.
B:2272<1l&er-2<0& <2

C:a® <8<

De implikationer som ggller dr darfér: A = B, A= C och C = B.

Vi borjar med att skriva z pa poldr form (z = re'?):
i(1+iv/3)
1—1

0 = argz = arg <M> = arg(i) + arg(1 4 iV/3) — arg(1 — )

_ i+ a3 1-2:\/57

=il V2

r=|z| =

(1—1)
dvs z = ﬁei%. Vi far nu

2\ 6 . )
; 137 6 ,gl3m ;13w i(x13.
g <\/§€Z 12 ) = \/i 697 = gel 3 = 861(2+3 2’”)

Tz —2

2

= 8¢'

us
2

= 8i.

xr — 2

0.

137

o127

Polynomet i vénsterledet har reella koefficienter och darfér &r d&ven konjugatet till ¢, dvs. —i,

en rot. Enligt Faktorsatsen har d& polynomet faktorn
(z—i)(z — (=i)) = 22 + 1.

Polynomdivision tillsammans med konjugatregeln ger nu

4201622 —16 = (22 +1)(2* = 16) = (22 +1) (22 +4)(2? —4) = (22 +1)(2+2) (2 —2)(22 +4)

dér den sista faktorn har nollstéllena z = £2i. Sammanfattningsvis &r rotterna till den ur-

sprungliga ekvationen z = +i, z = £2 samt z = +2i.

(a) 1) Om alla ord ska avslutas med "LADA” kan vi plocka bort dessa bokstéver och har dé kvar
bokstéverna i "TROLLERI”. Om dessa atta bokstaver varit olika hade vi kunnat bilda 8!
olika ord men eftersom vi har tva L och tvd R och dessa kan vardera permuteras pa 2!

olika sétt utan att ett ord &ndras, far vi totalt

8! .
2191 = 10080 olika ord.

2) Vi berdknar forst hur manga ord som innehaller ordet "TROLL”. Eftersom bokstéverna
ska sté intill varandra i den ordningen kan vi betrakta dem som en bokstav 7 dvs. vi har
totalt 8 unika bokstéver (TERILADA) av vilka vi kan bilda totalt 8! olika ord.
Totala antalet ord med 12 bokstéver &r 12!/(3!2!) eftersom vi har tre L och tva R. Antalet

ord som inte innehaller TROLL ges darfor av

totala antalet ord — antalet ord som innehdller TROLL = — — 8! = 39876480.

12!
312!



(b) Den allménna lsningen till den linjéra differensekvationen

L(Yn) = Yn+2 = 2Ynt1 +yn =2-3" =1 (1)
ges av Yn = Ynn + Ypn d8r Yuy, &r den allménna l8sningen till motsvarande homogena differen-
sekvation L(y,) = 0 och y,, en partikuldrldsning till (1).

i. Bestamning av ypn:
Rotterna till den karaktéristiska ekvationen 2 —3r+2 = 0 dr 7, = 2 och 79 = 1 vilket ger

Yhn = 01271 = C2ln = 01211 —+ 02.

ii. Bestdmning av Ypn:
Eftersom hogerledet 2 - 3" — 1 #r en summa av en exponentialfunktion (2 - 3™) och ett
nolltegradspolynom (konstant = —1) och differensekvationen &r linjar kan partikulérlos-
ningen skrivas som:

Ypn = Ypin T Ypon
dér yp,n ar en 16sning till L(y,) = 2 - 3™ och yp,n en 16sning till L(y,) = —1.

e Ansats 1: y,,, = A3" (samma typ av exponentialfunktion som i HL, ingar inte i yp,)
Insdttning ger:

Ynto — SYni1 + 2y = A3"T2 — 343" £ 243" = A3"(9 — 9 +2)
=243"=2.3"= A=1.

e Ansats 2: Standardansatsen for ett polynom av grad 0 &r ett polynom av samma grad
dvs. en konstant a. Den ansatsen kommer dock inte att fungera i det hér fallet eftersom
Ynn ocksa innehaller en konstant (Cy). Vi gor dérfor ansatsen y,,,, = an och inséttning
ger da:

Ynt2 — 3Ynt1 + 2yn = a(n+2) — 3a(n + 1) + 2an
=a((1-34+2)n+2-3)=-a=-1<a=1.

Den allménna 16sningen till differensekvationen &r alltsa
Yn = Uhn + Ypin + Ypon = C12" + C2 + 3" +n.
Fran begynnelsevillkoren far vi
Yo =C12"4+Co+3°4+0=C1+Co+1=0Cy,=-1-0C4,
y1=012"+Co+3' +1=20-1-C1+3+1=1C=-2=C =1
Den s6kta lésningen ér darfor y, = 3" — 2"+ +n 4+ 1.
(a) Vi soker en formel {6r den geometriska summan:
S:izk:1+x+x2+x3+~~+x" dér x #£ 1.
k=0

Vi har

rS=x(l4+z+a?+23+ - +a") =z +2? +23 4+ Fa" 42" =5 -1 42"
S-1

n+1_1
sSxz-1)=2""-1¢& R ——
r#1 r—1

(b) Hér kan vi forstas gora att induktionsbevis men om vi istéllet utnyttjar formlerna for aritmetisk
och geometrisk summa far vi direkt:

n

n k n n
STk -1)=2) (;) +2) k-2) 1=2
k=0 k=1 k=0

k=0

(O™ -1 _nn+1)
1 +2 2

T —2(n+1)
2
=-2-2"44+4+nn+1)-2n-2=2-2""4n(n-1).



5.

(a)

Enligt "Handskakningslemmat” &r summan av nodernas gradtal lika med 2 ganger antalet
bagar. Eftersom minst 4 av de 6 noderna har grad 4 och de resterande 2 har samma grad (g)
far vi darfor:

Zdeg(v):2|E|@4-4+2g:2~12@g:4

veV
dvs. de resterande tva noderna har ocksa grad 4.

1) Enligt Euler-Hierholzers sats innehéller G en Eulercykel om och endast om den &r sam-
manhéngande och samtliga noder har jamnt gradtal. Vi kan dérfor i det héar fallet dra
slutsatsen att G maste vara en Eulergraf och svaret pa fragan ar alltsa ja.

2) Har kan vi utnyttja Ore’s sats: G ar Oglefri och eftersom alla noder har samma gradtal
och G ar sammanhingande géller

deg(z) + deg(y) = 4 + 4 > antal noder =6

for tva godtyckliga noder x och y som inte &r grannar. Svaret pa fragan &r alltsa dven hér
ja, G ar en Hamiltongraf.

Vi sétter v = antalet vita, r = antal roda och b = antalet blda marker och sdker de icke-negativa
heltalslosningarna till ekvationssystemet

6v+ 15r+45b=s (1)
v+r1r+b=40 (2)

Eftersom sgd(6,15,45) = 3 maste &ven s vara delbart med 3 for att (1) ska ha heltalslosning.
Detta ar korrekt for s = 480 men inte for s = 500. Pelle kan dérfér inte ha vunnit 500 kr.

(2) ger v = 40 — r — b vilket insatt i (1) med s = 480 efter férenkling ger den diofantiska
ekvationen
3r + 13b = 80.

Eftersom sgd(3,13) = 1 har ekvationen heltalslosning och den allménna 16sningen ges av
(r,b) = (80rg + 13n,80by — 3n), n € Z

dér (ro, bo) &r en l6sning till hjdlpekvationen 3r+13b = 1. Eftersom sgd(3, 13) = 1 kan vi hitta
en sadan med hjélp av Euklides algoritm som bara blir en rad i det hér fallet:

13=4-341<1=13-4-3=3-(—-4)+13-1.
Vi kan alltsa vélja (rg,bp) = (—4,1) och den allménna lésningen ges nu av:
(r,b) = (—320+13n,80 —3n), ne€Z
vilket ger v = 40 —r — b = 280 — 10n. De icke-negativa heltalslosningarna bestdms genom

v>0280—10n >0 n < 28 =28
r>0&-3204+13n>0&n> 32 =246.. <+ 25<n<26
b>0&80-3n>0en< % =266..

Sara har rdtt och Pelle har vunnit 480 kr. Det storsta virdet pa r bestdms av det storsta
mojliga virdet pa n. Pelle kan alltsa ha vunnit maximalt —320 4 13 - 26 = 18 roda marker.

Enligt multiplikationsprincipen finns totalt 67 olika utfall nir vi kastar en tirning 7 ganger.
Antalet utfall med minst en 6:a = totala antalet utfall — antalet utfall utan en 6:a = 67 — 57.
Sannolikheten for att vi far minst en 6:a ges alltsa av

67 _ 57
67

~ 0.72

Sétter vi x; = resultatet som kast nr ¢ ger soker vi antalet heltalslosningar till olikheten
T+ x4+ <12

sadana att 1 < x; < 6. Vi konstaterar férst att vi inte behéver ta sérskild hénsyn till kravet
x; < 6 eftersom det storsta virdet pa en av variablerna intréaffar da de 6vriga sex antar sitt
minsta virde (1). Det storsta mojliga viardet pa en variabel for att olikheten ska vara uppfylld



ar alltsa 6 vilket ocksa &ar storsta mojliga resultat vid ett kast. Satter vi nu y; = z; — 1 soker
vi dérfor de icke-negativa heltalslosningarna till olikheten

pi+l+y+1+--+yr+1<12
Syrty+--+yr <5

Vi infor nu till sist hjélpvariabeln yg > 0 och inser att det s6kta antalet 16sningar till olikheten
ovan ges av antalet icke-negativa heltalslosningar till ekvationen

Nyt Fyrtys =5

eftersom yg ckar fran 0 till 5 ndr summan av de 6vriga minskar fran 5 till 0. Antalet gynnsamma

utfall ges darfor av
n+r—1\ (8+5-1\ [12
r B 5 S \b

och sannolikheten for att summan av tdrningarnas resultat &r mindre &n 13 &r
(5)
5/ ~
o 0.0028.

Att alla sidorna kommer upp nagon gang dr ekvivalent med att en av sidorna kommer upp
tva ganger och de andra 5 sidorna kommer upp en gang. Det finns 7! olika sétt att permutera
7 olika objekt men hér ar 2 objekt lika dvs antalet olika sétt att fa upp alla sidorna och t ex
l:an tva ganger ar 7!/2!. Samma sak galler om 2,3, ..., 6 kommer upp tva ganger. Vi far alltsa
6 - 7!/2! gynnsamma utfall och sannolikheten for att alla sidor kommer upp ar darfor

7!

é? ~ 0.054




